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Prologo 



Usted tiene en sus manos, lector, un texto interesante y peculiar. Interesante, por- 
que representa un nuevo enfoque de un aspecto primordial de la educacion en in- 
genierfa. Y peculiar, porque combina temas de lo que tradicionalmente son tres o 
cuatro cursos distintos para formår un solo curso introductorio. Este nuevo curso, 
dirigido a estudiantes de primero o segundo ano de carreras en ingenierfa y ciencias, 
abarca: 

• Matemåticas elementales aplicadas. 

• Métodos numéricos båsicos. 

• Programacion de computadoras. 

• Metodologfa para la resolucion de problemas. 

^Donde se ven por primera vez los numeros complejos? ^Donde se estudian 
por primera vez las matrices de 3 por 3? ^Cuando comenzamos a efectuar cålculos 
matemåticos utiles? ^Como combinamos estas ideas para la resolucion de problemas 
pråcticos de ingenierfa y ciencias? Este libro ofrece respuestas a tales preguntas en 
una etapa temprana de la carrera universitaria. 

El siguiente ejercicio del libro ilustra este enfoque multifacético: 

Escriba una expresion Matlab para calcular la resistencia de tres resistores en paralelo. 

Aquf, en un solo problema, tenemos ingenierfa eléctrica basica, matemåticas 
elementales y un poco de programacion de computadoras. 

Hace 13 anos, Delores Etter escribio dos textos muy populares sobre programa- 
cion de computadoras y métodos numéricos. Decidio usar Fortran, que entonces era 
el lenguaje mås ampliamente utilizado para computacion técnica. Casualmente, en 
esa misma época comenzo a usarse Matlab fuera de la comunidad de computo de 
matrices donde se origino. 

Hoy dia, existe una amplia variedad de lenguajes y entornos para la compu- 
tacion técnica. Ciertamente, Fortran sigue siendo importante, pero también lo son 
Pascal, C y C++. Hay, asimismo, calculadoras programables avanzadas, hojas de cålcu- 
lo y sisternas basados en raton y menus, asf como varios lenguajes matemåticos co- 
merciales. En nuestra opinion, Matlab es la opcion correcta para cursos como éste 
porque es: 

• Fåcil de aprender y usar. 

• Potente, flexible y extensible. 

• Exacto, robusto y råpido. 

vi i 
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• .- Ampliamente utilizado en ingeniena y ciencias. 

• Un lenguaje respaldado por una compama de software profesionaL 

En The MathWorks y en Prentice Hall estamos comprometidos con el apoyo del uso 
de Matlab en la educacion. En el futuro, se agregarån nuevas caracteristicas a la 
Edicion para el Estudiante y muchos titulos mås a la serie Matlab Curriculum. 

Un amigo comun, profesor de ingeniena eléctrica y experto en el procesamien- 
to de senales, dice: "Matlab esbueno para el procesamiento de senales porque no fue 
disenado para procesar senales, sino para hacer matemåticas". 

La observacion de nuestro amigo es también la base de este libro. Las mate- 
måticas, y su incorporacion en software, son el fundamento de una buena parte de la 
tecnologia modema. Estamos convencidos de que usted disfrutarå de esta introduc- 
cion y, sin duda, se beneficiarå de ella. 

Cleve Moler 

The MathWorks, Inc. 

Natick, Massachusetts 



Prefacio 



Los ingenieros y cientificos se valen de la computadora para resolver diversos pro- 
blemas, desde la evaluacion de una funcion sencilla hasta la resolucion de un sisterna 
de ecuaciones. Matlab se ha convertido en el entorno de computacidn técnica prefe- 
rido de muchos ingenieros y cientificos porque es un sisterna interactivo linico que 
incluye cdmputo numérico, cdmputo simbdlico y visualizacidn cientif ica. 

En vista de la alta probabilidad de que un ingeniero recién graduado se encuen- 
tre en su trabajo con el entorno de computacidn Matlab, este constituye una buena 
opcidn para introducir a la computacidn al estudiante de ingenieria. Este libro es 
apropiado como texto introductorio para ingenieria o como texto complementario en 
un curso avanzado, ademås de que resulta util como referencia profesional. 

Por otra parte, el contenido del presente libro es una introduccidn a la resolu- 
cion de problemas de ingenieria que persigue los siguientes objetivos: 

• Presentar una metodologia sélida para resolver problemas de ingenieria. 

• Describir las excepcionales capacidades de cdmputo y visualizacidn de Matlab. 

• Ilustrar el proceso de resolucion de problemas mediante una variada diversi- 
dad de ejemplos y aplicaciones de ingenieria. 

Con este proposito, en el capitulo 1 se presenta un proceso de cinco pasos que se 
emplea de manera consistente para resolver los problemas. El resto de los capitulos 
presentan las capacidades de Matlab para resolver problemas de ingenieria median- 
te ejemplos especificos de las diversas disciplinas de ingenieria. El texto se basa en la 
Version 4 de Matlab. 

ORGANIZACION DEL TEXTO 

Este versatil libro se disend para usarse en diversos cursos de ingenieria y ciencias, 
ya sea como texto primario para estudiantes de cursos introductorios o como su- 
plemento para cursos intermedios o avanzados. El texto se divide en tres partes. Par- 
te I: Fundamentos de computacidn en ingenieria, Parte II: Técnicas numéricas, y Parte 
III: Temas especiales. En la Parte I se presenta material de Matlab que es fundamen- 
tal para computacidn y visualizacidn båsicas en ingenieria. Los cuatro capitulos de la 
Parte I se centran en el entorno Matlab y las funciones Matlab. La Parte II contiene 
cuatro capitulos que tratan técnicas numéricas comunes para determinar soluciones 
de sisternas de ecuaciones lineales, para interpolacidn y ajuste de curvas, para 
integracidn y diferenciacidn numéricas y para resolver ecuaciones diferenciales 
ordinarias. Estos capitulos son independientes entre si, pero en ellos se da por senta- 
do que se ha cubierto el material de la Parte I. Por ultimo, la Parte II contiene tres 
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temas especiales que son muy utiles para resolver problemas de ingenieria mås espe- 
cializados: matemåticas simbolicas, procesamiento de senales y sisternas de control. 

Es posible abarcar los capitulos 1 al 9 en un curso de un semestre para una 
presentacion completa de las capacidades de Matlab. Si se desea una introduccion 
mås breve a Matlab, sugerimos estudiar los capitulos 1 a 3 junto con temas selectos 
de los capitulos 5 a 8. También hemos escrito otro libro, Introduction to Matlab for 
Engineers and Scientists (Prentice Hall, 1996, 0-13-519703-1), disenado especialmente 
para ofrecer una introduccion breve (de tres a seis semanas) a las capacidades de 
Matlab. Los capitulos sobre procesamiento de senales y sisternas de control (inclui- 
dos en la Parte III) son capitulos especializados que requieren conocimientos adicio- 
nales, y se incluyen con el fin de proporcionar material de referenda para cursos 
avanzados. 

REQUISITOS PREVIOS 

No se presupone una experiencia pre via con la computadora. Los conocimientos 
matemåticos requeridos para los capitulos 1 al 6 son algebra universitaria y trigono- 
metria; se necesitan matemåticas mås avanzadas para algunas porciones del mate- 
rial de capitulos posteriores. 

METODOLOGI A PARA RESOLVER PROBLEMAS 

El énfasis en la resolucion de problemas cientificos y de ingenieria es una parte 
importante de este texto. En el capitulo 1 se presenta un proceso de cinco pasos para 
resolver problemas de ingenieria usando una computadora, que consisten en lo si- 
guiente: 

1. Plantear el problema con claridad. 

2. Describir la information de entrada y de salida. 

3. Resolver manualmente un ejemplo sencillo. 
3. Crear un algoritmo y traducirlo a Matlab. 
5. Verificar la solucion con diversos datos. 

A fin de reforzar la adquisicion de habilidades para resolver problemas, se identifica 
cada uno de estos pasos cada vez que se desarrolla una solucion completa para un 
problema de ingenieria. 

APLICACIONES CIENTIFICAS Y DE INGENIERIA 

A lo largo del texto, se hace hincapié en la incorporacion de ejemplos y problemas 
cientificos y de ingenieria del mundo real con soluciones y codigo utilizable. Esta 
orientacion se centra en un tema de grandes desafios, los cuales incluyen: 

• Prediccion del clima y cambios globales. 

• Comprension computarizada del habla. 
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• Creacion de mapas del genoma humano. 

• Mejoras en el desempeno de los vehiculos. 

• Mejoras en la recuperacion de petroleo y gas. 

Cada capitulo comienza con una fotografia y un anålisis de algun aspecto de uno de 
estos grandes desafios y ofrece una mirada a algunas de las interesantes y estimulan- 
tes areas en las que los ingenieros podrian trabajar. También se hace referenda a los 
grandes desafios en muchos de los otros ejemplos y problemas. 

VISUALIZACION 

La visualizacion de la informacion relacionada con un problema es una ventaja clave 
del uso de Matlab para desarrollar y entender las soluciones. Por tanto, es importan- 
te aprender a generar graf icas en diversos formatos para usarlas al analizar, interpretar 
y evaluar datos. Comenzaremos a usar gråficas con el primer programa Matlab pre- 
sentado en el capitulo 1, y seguiremos ampliando las capacidades de graf icacién en 
el resto de los capitulos. 

CONCEPTOS DE INGENIERIA DE SOFTWARE 

También se espera de los ingenieros que creen e implementen soluciones por compu- 
tadora amables con el usuario y reutilizables. Por tanto, aprender técnicas de in- 
genieria de software es crucial para desarrollar con éxito tales soluciones. Se hace 
hincapié en la comprensibilidad y la documentacion en el desarrollo de los progra- 
mas. Con la ayuda de Matlab, los usuarios pueden escribir codigo portåtil que se 
puede transferir de una plataforma de computadora a otra. A lo largo del texto se tratan 
temas adicionales relacionados con aspectos de ingenieria de software, que incluyen 
el ciclo de vida del software, mantenimiento, modularidad, abstraccion y prototi- 
pos de software. 

LA INTERNET Y LA WORLD WIDE WEB 

En una de las secciones nuevas de esta edicion se aborda la Internet, el correo elec- 
trånico, los tableros electronicos de noticias y la World Wide Web. Se listan varios 
sitios de Web que contienen informacion relacionada con este texto y con Matlab. 

EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

El aprendizaje de cualquier aptitud nueva requiere pråctica en distintos niveles de 
dificultad. Los problemas de la seccion "iPractique!" son preguntas con respuestas 
cortas relacionadas con la seccion del material que se acaba de presentar. La mayor 
parte de las secciones van seguidas inmediatamente de una serie de problemas "jPrac- 
tique!" para que el lector pueda determinar si ya estå listo para continuar con la 
siguiente seccion. Al final del texto se incluyen soluciones completas a todos los pro- 
blemas. 
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Cada capitulo termina con una serie de problemas de fin de capitulo. Se trata 
de problemas nuevos relacionados con diversas aplicaciones de ingenierfa con un 
nivel de dificultad desde sencillo hasta tareas mås largas. Se incluyen conjuntos de 
datos de ingenierfa para verificar muchos de los problemas. 

AYUDAS PARA EL ESTUDIANTE 

Se usan notas al margen para ayudar al lector no solo a identificar los conceptos 
interesantes, sino también para localizar fåcilmente temas esperificos. Las notas de 
estilo muestran como escribir instrucciones Matlab que se ajusten a una buena disci- 
plina de programacion, en tanto que las notas de depuracidn ayudan al lector a reco- 
nocer errores comunes para evitarlos. Las notas de estilo de programacion se senalan 
con la indicacion de al margen y las notas de depuracion se indican con el 

icono de un bicho. 

Cada resumen de capitulo resena los temas tratados en el capitulo e incluye 
una lista de los Términos clave, un resumen de las notas de estilo y notas de depura- 
cion, y un Resumen de Matlab que lista todos los simbolos especiales, comandos y 
funciones definidos en el capitulo. Ademås, el apéndice A con tiene un resumen com- 
pleto de las funciones de Matlab presentadas en el texto, y las ultimas dos paginas 
del libro contienen informacion de uso comun. 
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Después de completar los cuatro capitulos de la Parte I, usted podrå usar Matlab para 
resolver muchos de los problemas que encontrara en sus cursos y laboratorios. El capitulo 
1 define una metodologia de resolucion de problemas que se usarå en todo el texto, 
mientras que el capitulo 2 explora el entorno Matlab. En los capitulos 3 y 4 presentaremos 
muchas funciones utiles que van desde funciones matemåticas hasta funciones para 
anålisis de datos y funciones matriciales. También aprenderemos a escribir nuestras 
propias funciones y a generar numeros aleatorios. A lo largo de todas las explicaciones y 
ejemplos, se presentarån técnicas de visualizacion cuyo fin es que usted adquiera soltura 
en el uso de Matlab para realizar cålculos y exhibir informacion visualmente. 



Prediccion del clima 



Los satélites meteorologicos proporcionan abundante informacion a los meteorologos 
que intentan predecir el clima. f ambién es posible analizar grandes volumenes de 
i informacion meteorologica historica y usarlos para probar model6$ ! €e prediccion 
del clima. Én general, los meteorologos predicen con razonable exactitud los patrenes; 
diimåticos globales; sin embargo, los fenomenos locales como tornados, trombas y 
microrråfagas siguen siendo muy dificiles de predecir. Incluso la prediccion de lkrøas 
intensas o granizo de gran tamano en las tormentas suele ser dificil. Si bien el radar 
Doppler es util para localizar regiones dentro de las tormentas que pudiqrøjp fpaife^ef /. 
tornados o microrråfagas, el radar detecta los sucesos en el momento en que ocurren 
y, pøjrrtanto, no da mucho tiempo para emitir avisos apropiados alas zonas pobladas 
o los aviones. La prediccion exacta y oportuna del clima y sus fenomenos asociados sigue 
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Objetivos 

Aunque la mayor parte del presente texto se concentra en el entorno de computacion Matlab y sus 
capacidades, comenzaremos por describir algunos de los mås recientes logros destacados en ingenie- 
ria, y luego presentaremos un grupo de grandes desafios: problemas que aun no se resuelven y que 
requerirån grandes adelantos tecnologicos tanto en ingenieria como en ciencias. Uno de los grandes 
desafios es la prediccion del clima, comentada en la introduccion al capitulo. Dado que la mayor 
parte de las soluciones a problemas de ingenieria requieren computadoras, a continuacion describire- 
mos los sisternas de computo, estudiando tanto el hardware como el software de las computadoras. 
La solucion eficaz de problemas de ingenieria también requiere un plan o procedimiento de diseno, 
asi que en el presente capitulo definiremos una metodologia de resolucion de problemas con cinco 
pasos para describir un problema y desarrollar una solucion. Una vez hecho esto, volveremos al 
problema de la prediccion del clima y conoceremos algunos de los dif erentes tipos de datos meteoro- 
logicos que se estån recabando actualmente. Estos datos son cruciales para lograr la comprension y 
desarrollar la intuicion necesarias para crear un modelo matemåtico de prediccion del clima. Los 
datos también son importantes porque pueden servir para probar modelos hipotéticos conforme se 
van desarrollando. El anålisis de datos en general ayuda a los ingenieros y cientificos a entender 
mejor fenomenos fisicos complejos, y a aplicar estos conocimientos a la obtencion de soluciones a 
nuevos problemas. 
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4 CAP. 1 RESOLUCI6N DE PROBLEMAS DE INGENIERfA 

1 .1 La ingenieria en el siglo xxi 



Los ingenieros resuelven problemas del mundo real usando principios cientfficos de 
disciplinas que incluyen matemåticas, fisica, quimica y ciencias de la computacion. 
Esta diversidad de temas, y el desafio que representan los problemas reales, hace a la 
ingenieria interesante y gratificante. En esta seccion presentaremos algunos de los 
logros sobresalientes en ingeniena en los ultimos afios, para después comentar algu- 
nos de los retos importantes en la materia que enfrentaremos al iniciar el nuevo siglo. 
Por ultimo, consideraremos algunas de las habilidades y capacidades no técnicas que 
van a necesitar los ingenieros del siglo xxi. 

LOGROS RECIENTES EN INGENIERIA 



Diez logros 
sobresalientes 
en ingeniena 



Desde la invencion de la computadora a fines de la década de 1950, han ocurrido 
varios avances muy significativos en ingeniena. En 1989, la National Academy of 
Engineering selecciono diez logros sobresalientes en ingenieria de los 25 afios ante- 
riores. Estos logros ilustran la naturaleza multidisciplinaria de la ingenieria y ponen 
de manifiesto las formas en que esta especialidad ha mejorado nuestra vida y ha 
expandido las posibilidades para el futuro al tiempo que provee una amplia varie- 
dad de interesantes y estimulantes carreras. A continuacion comentaremos breve- 
mente estos diez logros. En las lecturas recomendadas al final del capitulo se da mås 
informacion sobre estos temas. 
Microprocesador La invencion del microprocesador, una diminuta computadora mås pequeria 
que un sello de correo, es uno de los logros culminantes en ingenieria. Los micropro- 
cesadores se emplean en equipo electronico, aparatos domésticos, juguetes y juegos, 
asi como en automoviles, aviones y transbordadores espaciales, porque ofrecen ca- 
pacidades de computo potentes pero economicas. Ademås, los microprocesadores 
proporcionan la potencia de computo a las calculadoras y computadoras personales. 

Varios de los diez logros mås grandes tienen que ver con la exploracion del 
espacio. El alunizaje fue tal vez el proyecto de ingenieria mås complejo y ambicioso 
jamås intentado. Se requirieron avances importantes en el diseno de las naves Apolo, 
el alunizador y el cohete Saturno V de tres etapas. Incluso el diseno del traje espacial 
fue un proyecto de ingenieria destacado, dando como resultado un sisterna que 
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incluyo un traje de tres piezas y una ''mochila'' que en conjunto pesaban 190 libras. 
La computadora desempend un papel clave, no solo en los disenos de los distintos 
sisternas, sino también en las comunicaciones requeridas durante cada vuelo a la 
Luna. Un solo vuelo requirio la coordinacion de mås de 450 personås en el centro de 
control de lanzamiento y de por lo menos otras 7000 en nueve barcos, 54 aviones y 
numerosas estaciones situadas alrededor de la Tierra. 

El programa espacial también proporciono gran parte del impulso para el de- 
sarrollo de los satélites de aplicacion, que proporcionan informacion meteorologica, 
retransmiten senales de comunicacion, crean mapas de terrenos no cartografiados y 
suministran actualizaciones ambientales sobre la composicion de la atmosfera. El 
Sisterna de Posicionamiento Global (GPS) es una constelacion de 24 satélites que di- 
funden informacion de posicion, velocidad y tiempo a nivel mundial. Los receptores 
del GPS miden el tiempo que tarda una sefial en viajar del satélite GPS al receptor. 
Con base en informacion recibida de cuatro satélites, un microprocesador en el 
receptor puede determinar mediciones precisas de la ubicacion del receptor; la exac- 
titud varia entre unos cuantos metros y centimetros, dependiendo de las técnicas de 
computo empleadas. 

Otro de los grandes logros en ingenierfa reconoce las contribuciones del diseno 
y fabricacion asistidos por computadora (CAD/CAM). El CAD /C AM ha generado 
una nueva revolucion industrial aumentando la rapidez y la eficiencia de muchos 
tipos de procesos de fabricacion. El CAD permite realizar el diseno con una compu- 
tadora, la cual después produce los pianos finales, listas de componentes y resultados 
de simulaciones computarizadas. La CAM usa los resultados del diseno para controlar 
maquinaria o robots industriales a fin de fabricar, ensamblar y mover componentes. 

El jumbo jet se origino a partir del avion de carga C-5A de la fuerza aérea 
estadounidense que inicio vuelos operativos en 1969. Gran parte del éxito de los jumbo 
jet se puede atribuir al reactor de abanico de alta desviacion que permite volar mås 
lejos con menos combustible y con menos ruido que con los motores a reaccion ante- 
riores. El nucleo del motor opera como un turborreactor puro: aspas compresoras 
succionan aire hacia la cåmara de combustion del motor; el gas caliente en expansion 
empuja al motor hacia adelante y al mismo tiempo hace girar una turbina, la que a su 
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vez impulsa el compresor y el abanico grande en la parte frontal del motor. El abanico, 
al girar, proporciona la mayor parte del empuje del motor. 

La industria de la aviacion también fue la primera en desarrollar y usar mate- 
riales compuestos avanzados, que son materiales que se pueden pegar de modo que 
uno refuerza las fibras del otro. Los materiales compuestos avanzados se crearon 
para contar con materiales mås ligeros, fuertes y resistentes a la temperatura para 
aviones y naves espaciales. No obstante, ahora existen nuevos mercados para los 
materiales compuestos para uso en equipo deportivo. Por ejemplo, capas de fibras de 
Kevlar tejidas aumentan la resistencia y reducen el peso de los esquis para descenso 
en nieve, y los palos de golf de grafito / epoxy son mas fuertes y ligeros que los palos 
de acero convencionales. Los materiales compuestos también se usan en el diseno de 
protesis. 

Las areas de medicina, bioingenieria y ciencias de la computacidn hicieron equipo 
para el desarrollo de la måquina exploradora de CAT (tomografia axial computari- 
zada). Este instrumento puede generar imagenes tridimensionales o cortes bidimen- 
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sionales de un objeto usando rayos X que se generan desde diferentes ångulos alre- 
dedor del objeto. Cada rayo X mide una densidad desde su ångulo, y algoritmos 
computarizados muy complejos combinan la informacion de todos los rayos X para 
reconstruir una imagen clara del interior del objeto. Las exploraciones CAT se usan 
rutinariamente para identificar tumores, coågulos sangumeos y anomalias en el cere- 
bro. El ejército de Estados Unidos estå desarrollando un explorador CAT ligero y 
robusto que se puede transportår a estaciones médicas en zonas de combate. 

La ingenieria genética, el trabajo de genetistas e ingenieros, ha dado origen a 
muchos productos nuevos que van desde la insulina hasta hormonas para el crecimien- 
to y vegetales resistentes a infecciones. Un producto de ingenieria genética se crea 
insertando un gen que produce una sustancia valiosa de un organismo en otro or- 
ganismo que se multiplica, multiplicando al mismo tiempo el gen ajeno. El primer pro- 
ducto comercial de ingenieria genética fue la insulina humana, que aparecio con el 
nombre comercial de Humulin. Los trabajos actuales incluyen investigaciones de mi- 
crobios alterados genéticamente para limpiar desechos toxicos y degradar pesticidas. 

Los laseres son ondas de luz que tienen la misma frecuencia y viajan en un haz 
angosto que puede dirigirse y enfocarse. Se usan laseres de C0 2 para taladrar agujeros 
en materiales que van desde ceråmicas hasta materiales compuestos. Los laseres tam- 
bién se usan en procedimientos médicos para soldar el desprendimiento de la retina 
ocular, sellar lesiones en vasos sanguineos, vaporizar tumores cerebrales y realizar 
cirugia delicada del oido interno. Las imagenes tridimensionales llamadas hologramas 
también se generan con laser. 

Las comunicaciones de fibra dptica, utilizan esta fibra compuesta de hilos de vi- 
drio transparente mås delgados que un cabello humano. Una fibra optica puede trans- 
portår mås informacion que las ondas de radio o las ondas eléctricas en los alambres 
telefonicos de cobre, y no produce ondas electromagnéticas que pueden causar inter- 
ferencia en las Kneas de comunicacion. Los cables transoceånicos de fibra optica pro- 
veen canales de comunicacion entre los continentes. La fibra optica también se usa en 
instrumentos médicos que permiten a los cirujanos introducir luz en el cuerpo huma- 
no para realizar exåmenes y cirugia con låser. 
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GRANDES DESAFIOS PARA EL FUTURO 
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Aunque los logros recientes de los ingenieros han producido resultados impresio- 
nantes, todavia quedan muchos problemas importantes por resolver. En esta seccion 
presentamos un grupo de grandes desafios: problemas fundamentales de ciencias e 
ingenieria con un impacto potencial muy amplio. Los grandes desafios fueron iden- 
tificados por la Oficina de Politicas de Ciencia y Tecnologia en Washington, D.C 
como parte de una estrategia de investigacion y desarrollo de computacion de alto 
rendimiento. Hemos seleccionado cinco de estos grandes desafios para el presente 
texto. Dichos desafios se comentarån en las aplicaciones que abren cada capftulo, y 
en los ejemplos se resolveran problemas relacionados con ellos. Los parrafos que 
siguen presentan brevemente estos grandes desafios y bosquejan los tipos de bene f i- 
cios que se obtendran de sus soluciones. Asi como la computadora desempeno un 
papel importante en los diez logros mås importantes de la ingenieria, también desem- 
pefvarå un papel aun mayor en la resolucion de problemas relacionados con estos 
grandes desafios. 

La prediccion del tiempo, el clima y los cambios globales requiere una com- 
prension del sisterna acoplado de la atmosfera y la biosfera oceanica. Esto incluye la 
comprension de la dinamica del C0 2 en la atmosfera y el mar, el agotamiento del 
ozono y los cambios climatologicos debidos a la liberacion de sustancias quimicas o 
energia. Esta compleja interaccion también incluye interacciones solares. Una erupcion 
importante de una tormenta solar cerca de un agujero en la corona (un punto de des- 
carga del viento solar) puede expulsar enormes cantidades de gases calientes desde 
la superficie del Sol hacia la superficie terrestre a velocidades de mås de un millon 
de millas por hora. Estos gases calientes bombardean la Tierra con rayos X y pueden 
interferir las comunicaciones y causar fluctuaciones en las lmeas de transmision de 
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electricidad. Para aprender a predecir alteraciones en el tiempo, el clima y cambios 
globales es preciso recabar grandes cantidades de datos y desarrollar nuevos mode- 
los matematicos capaces de representar la interdependencia de muchas variables. 

La comprension computarizada del habla podrfa revolucionar nuestros siste- 
rnas de comunicacion, pero se deben superar muchos problemas. Actualmente es 
posible ensefiar a una computadora a entender palabras de un vocabulario pequeno 
habladas por la misma persona. Sin embargo, es diffcil crear sisternas independientes 
del hablante que entiendan palabras de vocabularios grandes y de diferentes idio- 
mas. Por ejemplo, cambios sutiles en la voz de las personås, como los causados por 
un resfriado o el estrés, pueden afectar el desempeno de los sisternas de reconocimiento 
del habla. Ademås, suponiendo que la computadora pueda reconocer las palabras, 
no es sencillo determinar su significado. Muchas palabras dependen del contexto y no 
pueden analizarse por separado; ademås, la entonacion, como cuando alzamos la 
voz, puede transf ormar una af irmacion en una pregunta. Aunque todavfa hay muchos 
problemas diffciles que deben resolverse en el area del reconocimiento y compren- 
sion automaticos del habla, abundan las posibilidades estimulantes. Por ejemplo, 
jimagine un sisterna telefonico que determina los idiomas que se estån hablando y 
traduce las senales del habla de modo que cada persona escuche la conversacion en 
su idioma materno! 

La meta del proyecto del genoma humano es localizar, identificar y determinar 
la funcion de cada uno de los 50,000 a 100,000 genes contenidos en el ADN (åcido 
desoxirribonucleico) humano, el material genético de que se componen las células. 
Descifrar el codigo genético humano darå pie a muchos avances técnicos, incluida la 
capacidad para detectar la mayor parte de las mås de 4 000 enfermedades genéticas 
humanas conocidas, como la anemia de células falciformes y la fibrosis qufstica. Sin 
embargo, el descifrado del codigo se complica por la naturaleza de la informacion 
genética. Cada gen es un hilo de doble hélice compuesto por pares de bases (adenina 
unida a timina o citosina unida a guanina) dispuestas en forma de escalones con 
grupos fosfato a los lados. Estos pares de bases pueden ocurrir en cualquier orden y 
representan la informacion hereditaria del gen. Ei numero de pares de bases en el 
ADN humano se ha estimado en cerca de 3 000 millones. Dado que el ADN dirige la 
produccion de proteinas para todas las necesidades metabolicas, las proteinas pro- 
ducidas por una célula pueden constituir una clave para entender la secuencia de 
pares de bases en el ADN. 

Un mejoramiento sustancial del funcionamiento de los vehfculos requiere 
modelos fisicos mås complejos en las areas de comportamiento dinåmico de fluidos 
en campos de flujo tridimensionales y flujo dentro de la turbomaquinaria y ductos de 
los motores. La turbulencia en los flujos de fluidos afecta la estabilidad y el control, las 
caracterfsticas térmicas y el rendimiento del combustible de vehfculos aeroespacia- 
les; es necesario modelar este flujo para poder analizar nuevas configuraciones. Los 
anålisis del comportamiento aeroelåstico de los vehfculos también afectan los nue- 
vos disenos. La eficiencia de los sisternas de combustion también estå relacionada 
con lo anterior, porque para lograr mejoras significativas en la eficiencia de combus- 
tion es preciso entender las relaciones entre los flujos de las diversas sustancias y la 
qufmica que hace que dichas sustancias reaccionen. El funcionamiento de los vehfcu- 
los también estå siendo investigado con la ayuda de computadoras y microprocesa- 
dores a bordo. Se estån estudiando sisternas de transporte en los que los automoviles 
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tienen computadoras con pequenas pantallas de video montadas en el tablero. El 
conductor introduce la posicion de su destino, y la p antalla de video muestra los 
nombres de las calles y el camino que debe seguirse para llegar de la posicion actual 
a la de destino. Una red de comunicaciones mantiene a la computadora del coche al 
tanto de cualquier embotellamiento de trånsito, a fin de que el auto pueda seguir una 
ruta alternativa si es necesario. Otras investigaciones sobre tr ansporte estudian la 
conduccidn totalmente automatizada, con computadoras y redes manejando todo el 
intercambio de control ?, informacidn. 
Recuperacion La recuperacidn mejorada de petrdleo y gas nos permitirå encontrar las reser- 

mejorada de vas de petroleo que se estiman en 300 mil millones de barriles en Estados Unidos. Las 
petroleo y gas técnicas actuales para identificar estructuras con posibilidades de contener petroleo 
y gas emplean procedimientos sismicos capaces de evaluar estructuras hasta 20,000 
pies por debajo de la superficie. Estas técnicas emplean un grupo de sensores (deno- 
minado arreglo de sensores) que se coloca cerca del area que se desea probar. Una 
senal de choque enviada hacia el interior de la tierra es reflejada por las fronteras de 
las diferentes capas geoldgicas y luego es recibida por los sensores. Empleando pro- 
cesamiento de senales avanzado, se pueden crear mapas de las capas de frontera 
y hacer estimaciones acerca de los materiales que contienen, como arenisca, pizarra y 
agua. Las senales de choque se pueden generar de diversas formas. Se puede hacer 
un agujero y detonar en su interior una carga explosiva; se puede detonar una carga 
en la superficie; o se puede usar un camion especial provisto de un martillo hidråulico 
para golpear el suelo varias veces por segundo. Se requieren investigaciones con- 
tinuadas para mejorar la resolucion de la informacidn y encontrar métodos de pro- 
duccion y recuperacion que sean econdmicos y ecoldgicamente aceptables. 

Estos grandes desaffos son solo unos cuantos de los numerosos problemas inte- 
resantes que estån en espera de ser resueltos por los ingenieros y cientificos. Las 
soluciones a problemas de esta magnitud serån el resultado de enf oques organizados 
que combinan ideas y tecnologias. Las computadoras y las técnicas de solucidn de 
problemas seran elementos clave en el proceso de resolucion. 

EL CAMBIANTE ENTORNO DE INGENIERlA 

El ingeniero del siglo xxi trabajarå en un entorno que requiere muchas habilidades y 
capacidades no técnicas. Aunque la computadora sera la herramienta de cålculo pri- 
maria de la mayorfa de los ingenieros, también sera util para adquirir capacidades no 
técnicas adicionales. 

Los ingenieros requieren firmes habilidades de comunicacidn tanto para pre- 
sentaciones orales como para preparar materiales escritos. Las computadoras propor- 
cionan software que ayuda a escribir sinopsis y elaborar materiales y gråficas para 
presentaciones e informes técnicos. El correo electrdnico (email) y la World Wide 
Web (WWW) también son importantes canales de comunicacidn que veremos mås 
adelante en este capitulo. 

La ruta de diseno/proceso/f abricacidn, que consiste en llevar una idea de concepto 
a producto, es algo que los ingenieros deben entender por experiencia propia. Cada 
paso de este proceso utiliza computadoras: anålisis de diseno, control de måquina, 
ensamblado con robots, aseguramiento de la calidad y anålisis de mercados. Varios 
problemas del texto tienen que ver con estos temas. Por ejemplo, en el capitulo 6 
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desarrollaremos un programa para determinar el movimiento de un brazo robot uti- 
lizado para ensamblar tarjetas de circuitos. 

Los equipos de ingenieria del futuro van a ser equipos interdisciplinarios, igual 
que los actuales. La presentacion de los diez logros culminantes en ingenieria pone 
de manifiesto la naturaleza interdisciplinaria de dichos logros. Aprender a interactuar 
en equipos y desarrollar estructuras organizativas para la comunicacion eficaz dentro 
de los equipos es una habilidad importante de los ingenieros. 

Los ingenieros del siglo xxi necesitan entender el mercado mundial. Esto im- 
plica entender diferentes culturas, sisternas politicos y entornos de negocios. Los cur- 
sos sobre estos temas y de idiomas extranjeros ayudan a adquirir esta comprension, y 
los programas de intercambio con experiencias internacionales proporcionan conoci- 
mientos valiosos para desarrollar un entendimiento mås amplio del mundo. 

Los ingenieros resuelven problemas, pero los problemas no siempre se formu- 
lan con cuidado. Un ingeniero debe ser capaz de extraer un enunciado de problema 
de un anålisis del mismo y luego determinar las cuestiones importantes relacionadas 
con éi. Esto implica no solo crear un orden, sino también aprender a correlacionar el 
caos; no solo significa analizar los datos, sino también sintetizar una solucion. La 
integracion de ideas puede ser tan importante como la descomposicion del problema 
en fragmentos manejables. La solucion a un problema podria implicar no solo un 
razonamiento abstracto sobre el problema, sino también aprendizaje experimental a 
partir del entorno del problema. 

Las soluciones a los problemas también deben considerarse en su contexto so- 
cial. Es preciso abordar las cuestiones ambientales mientras se consideran soluciones 
alternativas a los problemas. Los ingenieros también deben estar conscientes de las 
implicaciones éticas al proporcionar resultados de pruebas, verificaciones de calidad 
y limitaciones de diseno. Es una låstima que tragedias como la explosion del Challenger 
sean a veces el movil para tråer al primer piano cuestiones de responsabilidad y obli- 
gaciones. Las cuestiones éticas nunca son fåciles de resolver, y algunos de los nuevos 
y excitantes logros tecnologicos traerån de la mano mås consideraciones éticas. Por 
ejemplo, la creacion de mapas del genoma humano tendrå implicaciones éticas, lega- 
les y sociales. La terapia genética que permite a los doctores combatir la diabetes, 
^deberå usarse también para aumentar la capacidad atlética? ^Debe darse a los futuros 
padres informacion detallada acerca de las caracteristicas fisicas y mentales de un 
nino que aiin no ha nacido? ^Qué grado de confidencialidad debe tener un individuo 
respecto a su codigo genético? Surgen cuestiones complicadas con cualquier avance 
tecnologico porque las mismas capacidades que pueden hacer mucho bien también 
se pueden aplicar a menudo en formas que resultan daninas. 

A continuacion iniciamos nuestro estudio de Matlab con una introduccion a la 
gama de sisternas de computo de que disponen los ingenieros y una introduccion a 
la metodologia de resolucion de problemas que se usarå en todo este texto para resol- 
ver problemas de ingenieria con la ayuda de Matlab. 



1.2 Sisternas de computo 



Antes de comenzar a hablar de Matlab, resulta util explicar brevemente en qué consiste 
la computacion, sobre todo para quienes no han tenido experiencia previa con las 
Computadora computadoras. La computadora es una måquina disenada para realizar operaciones 
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Memoris 
intema 


1 




Memoria 
exterha 






i 



Prootsaidr i 



Entrada j ALU 

! cpu 

Figura 1.1 Organizacion intema de una computadora. 

que se especifican con un conjunto de instrucciones llamado programa. El hardware de 
computadora se refiere al equipo, como el teclado, el ratdn, la terminal, el disco duro 
y la impresora. El software de computadora se refiere a los programas que describen 
los pasos que queremos que la computadora realice. 

EQUIPO DE COMPUTO 




Todas las computadoras tienen una organizacion interna comun, como se aprecia en 
la figura 1.1. El procesador controla todas las demås partes; acepta valores de entra- 
da (de un dispositivo como el teclado) y las almacena en la memoria. El procesador 
también interpreta las instrucciones de los programas de computadora. Si queremos 
sumar dos valores, el procesador recuperarå los valores de la memoria y los enviarå 
a la unidad de aritmética y ldgica, o ALU. La ALU realizarå la surna, y el procesador 
almacenarå después el resultado en la memoria. La unidad de procesamiento y la 
ALU utilizan memoria interna compuesta por memoria solo de lectura (ROM) y 
memoria de acceso aleatorio (RAM) en su procesamiento; la mayor parte de los datos 
se almacenan en memoria externa o memoria secundaria usando unidades de disco 
duro o de disco flexible que se conectan al procesador. El procesador y la ALU juntos 
Unidad central reciben el nombre de unidad central de proceso o CPU. Un microprocesador es una 
de proceso CPU contenida en un solo chip de circuitos integrados que contiene millones de com- 
ponentes en un area mås pequena que un sello de correo. 

Por lo regular le indicamos a la computadora que imprima los valores calcu- 
lados en la pantalla de la terminal o en papel usando una impresora. Las impresoras 
de matriz de puntos usan una matriz (o reticula) de agujas para producir la figura de 
un caråcter en papel, en tanto que las impresoras de låser usan un rayo de luz para 
transferir imagenes al papel. La computadora también puede escribir informacion en 
disquetes, que la almacenan magnéticamente. La reproduccidn en papel de la infor- 
macion se denomina copia impresa, y la reproduccidn magnética de la informacion 
se denomina copia electronica. 

Hay computadoras de todos los tamanos, formas y estilos. (Vea las fotografias 
PC de la figura 1.2.) Las computadoras personales (PC) son pequenas, de bajo costo, y se 

usan comunmente en oficinas, hogares y laboratorios. Las PC también se conocen 
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i. 



PREDICCIQN DEL TIEMPO, 
EL CLIMA Y LOS CAMBIOS CLOBALES 

Para predecir el tiempo, el clima y los 
cambios globales debemos entender las 
complejas interacciones de la atmdsfera 
y los océanos. En dichas interacciones 
influyen muchas casas, incluidas 
tempera hi ra, vientos, corrientes 
oceanicas, precipitaridn, humedad del 
suelo, capa de nieve, glaciares, hielo 
marino polar y la absorcion de 
radiacidn ultravioleta por ei ozono en 
la atmosfera. Como resultado de la 
preocupacidn por el agotamiento del 
ozono en la atmdsfera, se lanzaron 
giobos rneteoroldgicos (Foto 1) desde 
Suecia en 1990 como parte de tin 
experimento reaiizado por ingenieros y 
rienrificos de Francia, Alemania y 
Estados Unidos para med ir el ozono 
atmosferico y diversos contaminantes 
area del Polo Artico. La foto 2 ilustra 
la concentracidn total de ozono en la 
atmdsfera en el hemisferio sur en octubre de 1993, Estos datos 
provienen del espectrdmetro de mapeo de ozono total montado en el 
satélite ruso Meteor-3; la region blanca muestra una disminucidn 
del 60% en los ni veles de 
o respecto a 1975. Si 
qiteremos poder predecir 
fendmenos rneteoroldgicos 
como los tornados, 
debemos entender la 
combinacidn de sucesos 
que debe darse para que 
se formen. La foto 3 
muestra equipo disenado 
para generar tornados en 
tniniatura; los resultados 
de experimentos como 
éste amphan los 
conocimientos en el campo 
de la meteorolpgfa. ■ 




Foto 1 



Globc inctearologicG 




Foto 2 MoåtUy åc ozono 



Foto < Mriqu ii ta de to rn a dos 




MEJORAS EN EL FUNCiONAMIENTO DE LOS VEHICULOS 

Las mejoras 
significativas 
en el 

funcionamiento 
de los vehiculos 
no solo 
afectaran los 
modos de 
transporte con 
que con ta m os, 
sino que 
también pod ran 
mejorar el 
medio ambiente 

reduciendo la contaminacion y logrando un consumo de energia mås 
efidente- Las técnicas de diserio asistido por computadora nos 
permiten analizar el flujo de flu i dos tridimensional alrededor de un 
vehiculo (foto 4). También podemos analizar nuevos disenos 
empleando hineles de viento que pueden generar distintas velocidades 
de viento para probar el rendimiento de nuevas estructuras (foto 5), 
Las mejoras en el transporte aprovecharan avances de ingen ici fa en 
otras areas, como la navegacion por satélite. Podemos usar los satélites 
del Sisterna de Posickinamtento Global (GPS) para determinar la 
posicion exacta de un receptor GPS, y esa informadcSn pod ria 
aprovecharse en una computadora a bordo para gutar a un conductor 
al destino deseado, como se aprecia en la foto 6. ■ 



Foiu 4 AvivdhidmicQ di- aiiimmføiles 




Foto 6 Cochf guituio por amipufadcra 



COMPRENSrON COMPUTARIZADA DEL HABLA 



La comprensidn computarizada del habla podria revolucionar nuestros sisternas de comunicacion. Toctavta n 
podemos conversar normalmente con las compuradoras, pero ya hav aplicaciones que usan algunas formas t 
comprension del habla. Los juegos educativos como el que se ilustra en la foto 7 usan entradas por voz para 
ensenar habilidades como las de lenguaje y matematicas; estos programas entienden palabras de vocabulario 
limitados. Otros programas de computadora estan disenados para entender y responder a palabras de una 
persona especifica. 
Por ejemplo, pueden 
disenarsc sillas de 
ruedas mofcorizadas 
que responden a 
ordenes verbales, y 
hay computadoras 
que pueden recibir 
como entrada 
instrucciones 
verbales, no solo a 
traves de un teclado 

(foto 8). | Foto 7 Ju\ fgO cihictitivo Fato 8 Ent ratio* fotbladas parti computadcta 





RECUPERACÉON 

MEJORADA 

DE PETROLEO Y GAS 



ID Pluttiforttiti pctrttfcra 



Futci 1 1 Motieh compufariztido de capub térresire$ 




pto 12 Expérlmentos geotégicos en un vokdn 



Se requieren tecnicas 
econdmicas v 
ecoldgicamen fe 
sen såtas para la 
identificacidn y 
recuperacidn de las 
reservas de petrdleo y 
gas. Se estan 
desarrollando tecnicas 
de procesamiento de 
senales de sonar para 
identificar reservas 
potenciales ba jo el océano, que después se recuperarån 
mediante plataformas petroleras (foto 10). Las reservas 
subterraneas pueden localizarse empleando técnicas que 
producen rnapas de la estructura geoldgica, como se 
muestra en el modelo computarizado de la foto 11, el cual s< 
obtuvo mediante procesamiento de senales sismicas. Esta 
inforrnacidn puede servir para determtnar los materiales 
que constituyen las distintas capas, y asi indicar las éxeas 
con alta probabilidad de contener petrdleo o gas. El 
entendimiento de la estructura y las relactones geoldgicas de 
diferentes regienes, como la hendidura del volca'n Mauna 
Loa que se muestra en la foto 12, proporciona a los 
ingenieros y cientificos nueva i n forma c i on para entender la 
estructura terrestre y los materiales que la componen. ■ 




Saktna rff numdo de un avidn comercial 



Los investigadores estan 
explorando actualmente 
ei empleo del habla para 
simplificar el acceso a la 
inforrnacidn con ten ida 
en los cientos de 
medidores e instrumentos 
de la cabina de mando de 
un avidn comercial (foto 
9). Por ojemplo, en un 
avidn del fu tu ro, el piloto 
tal vez pueda pedir 
verbal men tu i n formation 
como nivel 
de combustible, y una 
com pu l ad ora responder a 
con voz sintetizada 
indicando Ja cantidad que 
resta. ■ 




»1 o li Modeio de moléctt Ja de A DN 



ECTO DEL GENOMA HUMANO 




Fotø 14 Eq u tpo pa ra 9éC uen c Utdo de AD N 

El objetivo del Proyecto del Genoma Humano es 
localizar, identificar y determinar la funridn de cac 
uno de los 50,000 å 100,000 genes contenidos en el 
ADN (acido desoxirribonucleico) humano. En la 
foto 13 se muestra un modelo de la molécula de dob 
hélice del ADN. Cada gen se compone de pares de 
bases dispuestos como escalones, y es la 
identificacion del orden de estos pares de bases lo 
que proporciona la cl a ve para el genoma humano. 
estructura de los genes se puede estudiar empleand 
equi po como la maquina de electroforesis de la 
foto 14. Esta maquina contiene un gel que puede 
se pa rar fragmentos de ADN con marcas radiactiva 
osando un carhpo eléctrico. La foto 15 muestra a u 
ingeniero separando bandas de ADN para un 
ex peri men to de em pa 1 me de genes. ■ 



Créditos de fotografia: 1 Corti^ia dv Photo Researchers, Inc, 2 Cartesfa dv Photo Resenrclwm. inc. 3 Cortesia de Ramborv. 4 Cortesia de Fhoh 
R&atrbkm, lni\ 5 Cortesm de Nutiojial A&pnautics tind Space Ådmirtistratwn* 6 Cortesia de Photo Researchen f Inc, 7 Cortesia de FPG 
International S Cortesia de Rainbow. 9 Cortesia de FPG International, 10 Corte&få de Amoco Corporation. 11 Cortesia de Rainbow 12 Carte&ti 
de The Image Works, 13 Corte$ia de FPG Internationa}. 14 Cortesia de Photo Researchera, Ine. 15 Cortesia de Rainbow. 
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Figura 1 .2 Hardware de computadoras. (Créditos de fotografias: a Cortesia de Johnson Space 
Center, b Cor testa de The Image Works, c Cortesia de Apple Computer Inc. d Cor testa de The 
Image Works, e Cortesia de Cray research. f Cortesia de IBM.) 
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como microcomputadoras, y su diseno se centra en un microprocesador, como el 
Intel 486, capaz de procesar millones de instrucciones por segundo (mips). Las 
minicomputadoras son mås potentes que las microcomputadoras; las mainframes son 
computadoras aun mås potentes que suelen usarse en empresas y laboratorios de 
investigacidn. Una Workstation (estacidn de trabajo) es una minicomputadora o una 
mainframe lo bastante pequena como para tener cabida en un escritorio. Las 
supercomputadoras son las mås råpidas de todas las computadoras, y pueden pro- 
cesar miles de millones de instrucciones por segundo. Gracias a su velocidad, las 
supercomputadoras pueden resolver problemas muy complejos que no seria f actible 
resolver en otras computadoras. Las mainframes y las supercomputadoras requieren 
instalaciones especiales y personal especializado para operar y mantener los siste- 
rnas de cdmputo. 

El tipo de computadora que se necesita para resolver un problema en particular 
depende de las exigencias del problema. Si la computadora forma parte de un siste- 
rna de seguridad doméstico, bastarå con un microprocesador; si la computadora estå 
controlando un simulador de vuelo, probablemente se necesitarå una mainframe. Las 
Redes redes permiten a las computadoras comunicarse entre si para compartir recursos e 

informacidn. Por ejemplo, Ethernet es una red de årea local (LAN) de uso comun. 

SOFTWARE PARA COMPUTADORA 

El software para computadora contiene las instrucciones o comandos que queremos 
que la computadora ejecute. Hay varias categorias importantes de software, inclui- 
dos sisternas operativos, herramientas de software y compiladores de lenguajes. La 
figura 1.3 ilustra la interaccidn entre estas categorias de software y el hardware de 
computadora. A continuacidn describiremos con mayor detalle cada una de dichas 
categorias. 




Figura 1 .3 Interfax de software con la computadora. 
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Sisterna Sisternas operativos. Ciertos tipos de software, como el sisterna operativo, 

operativo normalmente viene con el hardware de la computadora cuando se adquiere ésta. El 

sisterna operativo provee una interfaz entre usted (el usuario) y el hardware estable- 
ciendo un entorno comodo y eficiente que permite seleccionar y ejecutar el software 
del sisterna. 

Los sisternas operativos también contienen un grupo de programas llamados 
utilerias que permiten realizar funciones como imprimir archivos, copiar archivos de 
un disquete a otro y listar los archivos que se han guardado en un disquete. Si bien la 
mayor parte de los sisternas operativos cuentan con estas utilerias, los comandos en 
si varian de una computadora a otra. Por ejemplo, para listar los archivos usando 
DOS (un Sisterna Operativo de Disco que se usa principalmente con las PC), el co- 
mando es dir; para listar los archivos con UNIX (un potente sisterna operativo que se 
emplea a menudo con estaciones de trabajo), el comando es is. Algunos sisternas 
operativos, como el entorno Macintosh y el entorno Windows, simplif ican la interfaz 
con el sisterna operativo. 

Dado que los programas Matlab se pueden ejecutar en muchas plataformas o 
sisternas de hardware distintos, y dado que una computadora especifica puede usar 
diferentes sisternas operativos, no podemos analizar aqui la amplia variedad de sis- 
ternas operativos que el lector podria usar mientras toma este curso. Suponemos que 
el profesor proporcionarå la informacion sobre el sisterna operativo especifico que el 
lector necesitarå para usar las computadoras disponibles en su universidad; esta in- 
formacion también estå contenida en los manuales del sisterna operativo. 

Herramientas de software. Las herramientas de software son programas que se 
han escrito para realizar operaciones comunes. Por ejemplo, los procesadores de textos 
como Microsoft Word y WordPerfect, son programas que ayudan al usuario a intro- 
ducir texto y darle formato. Los procesadores de textos permiten cambiar de lugar 
frases y pårrafos y a menudo cuentan con capacidades para introducir ecuaciones 
matemåticas y revisar la ortografia o la gramåtica. Los procesadores de textos tam- 
bién sirven para introducir programas de computadora y almacenarlos en archivos. 
Los procesadores de textos mås avanzados permiten producir paginas bien disenadas 
que combinan diagramas y gråficos elaborados con texto y titulos. Estos programas . 
usan una tecnologia llamada autoedicidn, que combina un procesador de textos po- 
tente con una impresora de alta calidad para producir documentos de aspecto profe- 
sional. 

Los programas de ho ja de cålculo son herramientas de software que facilitan el 
trabajo con datos que se pueden exhibir en una reticula de filas y columnas. Las hojas 
de cålculo se usaban inicialmente para aplicaciones financieras y de contabilidad, 
pero muchos problemas cientificos y de ingenieria se pueden resolver con facilidad 
usando hojas de cålculo. La mayor parte de los paquetes de hoja de cålculo cuenta 
con funciones de graf icacion, por lo que pueden ser de especial utilidad para analizar 
y exhibir informacion. Excel, Quattro Pro y Lotus 1-2-3 son paquetes de hoja de cålculo 
populares. 

Otro grupo muy utilizado de herramientas de software lo constituyen los pro- 
gramas de administracidn de bases de datos, como dBase IV y Paradox. Estos progra- 
mas permiten al usuario almacenar una gran cantidad de datos, recuperar elementos 
de esos datos y darles formato para presentarlos en informes. Las organizaciones 
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Diseno 
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computadora 
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Lenguaje 
de måquina 



Lenguaje 
ensamblador 



Lenguajes 
de alto nivel 



grandes como bancos, hospitales, hoteles y Kneas aéreas usan bases de datos. También 
se usan bases de datos cientificas para analizar grandes cantidades de datos. Los datos 
meteorologicos son un ejemplo de datos cientificos que requieren una base de da- 
tos grande para su almacenamiento y anålisis. 

Los paquetes de diseno asistido por computadora (CAD), como AutoCAD, 
AutoSketch y CADKEY, permiten al usuario definir objetos y luego manipularlos 
gråficamente. Por ejemplo, podemos definir un objeto y luego verlo desde diferentes 
ångulos u observar una rotacion del objeto de una posicion a otra. 

Matlab, Mathematica, MATHCAD y Maple son potentes herramientas de cålcu- 
los matemåticos, que también ofrecen amplias capacidades para generar gråficas. 
Esta combinacion de potencia de computo y de visualizacion hace que sean herra- 
mientas especialmente utiles para los ingenieros. En el capitulo 2 presentaremos el 
entorno de computacion provisto por Matlab. 

Si un problema de ingenieria puede resolverse usando una herramienta de soft- 
ware, casi siempre resulta mås ef iciente usar esa herramienta que escribir un progra- 
ma en un lenguaje de computadora para resolver el problema. Sin embargo, muchos 
problemas no pueden resolverse usando herramientas de software, o podria ser 
que una herramienta de software no esté disponible en el sisterna de computadora que 
debe usarse para resolver el problema; por tanto, también necesitamos aprender a 
escribir programas usando lenguajes de computadora. La distincion entre una herra- 
mienta de software y un lenguaje de computadora se estå haciendo menos clara, ya 
que algunas de las herramientas mås potentes, como Matlab y Mathematica, inclu- 
yen sus propios lenguajes ademås de operaciones especializadas. 

Lenguajes de computadora. Los lenguajes de computadora pueden describirse 
en términos de niveles. Los lenguajes de bajo nivel, o lenguajes de måquina, son los 
lenguajes mås primitivos. El lenguaje de måquina estå intimamente ligado con el 
diseno del hardware de la computadora. Puesto que los disenos de computadoras se 
basan en una tecnologia de dos estados (es decir, circuitos abiertos o cerrados, interrup- 
tores abiertos o cerrados, cargas positivas o negativas), el lenguaje de måquina se 
escribe usando dos sfmbolos, que usualmente se representan con los digitos 0 y 1. Por 
tanto, el lenguaje de måquina también es un lenguaje binario, y las instrucciones se 
escriben como sucesiones de ceros y unos llamadas cadenas binarias. En virtud de 
que el lenguaje de måquina estå muy ligado al diseno del hardware de computadora, 
el lenguaje de måquina de una computadora Sun es diferente del de una computado- 
ra Silicon Graphics. 

Un lenguaje ensamblador también es exclusivo para un diseno de computadora 
especifico, pero sus instrucciones se escriben con palabras similares a palabras del 
inglés en lugar de cadenas binarias. Los lenguajes ensambladores normalmente no tie- 
nen muchas instrucciones, por lo que escribir programas en ellos puede ser tedioso. 
Ademås, para usar un lenguaje ensamblador se debe contar con informacion rela- 
cionada con el hardware de computadora especifico. Los instrumentos que contienen 
microprocesadores con frecuencia requieren que los programas operen con gran rapi- 
dez; por ello, los programas se denominan programas en tiempo real. Estos programas 
en tiempo real por lo regular se escriben en lenguaje ensamblador para aprovechar el 
hardware de computadora especifico y realizar los pasos con mayor rapidez. 

Los lenguajes de alto nivel son lenguajes de computadora que tienen coman- 
dos e instrucciones similares al inglés, e incluyen lenguajes como C++, C, Fortran, 
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TABLÅ 1.1 Comparacion de instrucciones de software 



Software Ejemplo de instruccion 



Matlab 


area = 


pi* ( (diameter/2) A 2) ; 


C,C++ 


area = 


3 . 141593* (diameter/2 ) * (diameter/2 ) ; 


Fortran 


area = 


3 . 141593* (diameter/2 . 0) **2 


Ada 


area : - 


: 3.141593*(diameter/2)**2; 


Pascal 


area : = 


3 . 141593* (diameter/2 ) * (diameter/2 ) 


BASIC 


let a = 


3.141593*(d/2)*(d/2) 


COBOL 


compute 


area = 3 . 141593* (diameter/2 )* (diameter/2 ) . 



Ada, Pascal, COBOL y Basic. Escribir programas en lenguajes de alto nivel cierta- 
mente es mås fåcil que hacerlo en lenguaje de måquina o en lenguaje ensamblador. 
Por otro lado, un lenguaje de alto nivel contiene un gran numero de comandos y un 
conjunto amplio de reglas de sintaxis (o gramåtica) para usar los comandos. A fin de 
ilustrar la sintaxis y puntuacion requerida tanto por las herramientas de software 
como por los lenguajes de alto nivel, calculamos el area de un circulo con un diåme- 
tro especificado en la tablå 1.1 usando varios lenguajes y herramientas distintos. 
Observe tanto las similitudes como las diferencias en este sencillo cålculo. Aunque 
incluimos a C y C++ como lenguajes de alto nivel, muchas personås prefieren descri- 
birlos como lenguajes de nivel medio porque permiten acceder a rutinas de bajo nivel 
y con frecuencia se usan para definir programas que se convierten a lenguaje 
ensamblador. 

Los lenguajes también se definen en términos de generaciones. La primera ge- 
neracion de lenguajes de computadora es el lenguaje de måquina, la segunda es el 
lenguaje ensamblador, la tercera generacion comprende los lenguajes de alto nivel. 
Los lenguajes de cuarta generacion, también llamados 4GL, todavia no se han de- 
sarrollado y se describen solo en términos de sus caracteristicas y la productividad 
de los programadores. La quinta generacion de lenguajes se denomina lenguajes natu- 
rales. Para programar en un lenguaje de quinta generacion se usarfa la sintaxis del 
habla natural. Es evidente que la implementacion de un lenguaje natural requerina la 
consecucion de uno de los grandes desafios: la comprension computarizada del habla. 

El Fortran (FORmula TRANslation) fue desarrollado a mediados de la década 
de 1950 para resolver problemas cientificos y de ingenierfa. Nuevos eståndares ac- 
tualizaron el lenguaje al paso de los anos, y el eståndar actual, Fortran 90, contiene 
potentes capacidades de cålculo numérico junto con muchas de las nuevas caracte- 
risticas y estructuras de lenguajes como C. COBOL (COmmon Business-Oriented 
Language) se desarrollo a finales de la década de 1950 para resolver problemas de 
negocios. Basic (Beginner's All-purpose Symbolic Instruction Code) se desarrollo a 
mediados de la década de 1960 como herramienta de educacion y con frecuencia se 
incluye en el software de sisternas de una PC. Pascal se desarrollo a principios de la 
década de 1970 y se utiliza ampliamente en los planes de estudio de ciencias de la compu- 
tacion para introducir a los estudiantes a ésta. Ada se desarrollo por iniciativa del 
Departamento de la Defensa de Estados Unidos con el objetivo de contar con un 
lenguaje de alto nivel apropiado para los sisternas de computadora incorporados que 
por lo regular se implementan usando microprocesadores. El diseno final del lengua- 
je fue aceptado en 1979, y el lenguaje se bautizo en honor de Ada Lovelace, quien 
escribio instrucciones para realizar cålculos en una måquina analitica a principios 
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del siglo xix. C es un lenguaje de proposito general que evoluciono a partir de dos 
lenguajes, BCPL y B, desarrollados en los Bell Laboratories a finales de la década de 
1960. En 1972, Dennis Ritchie desarrollo e implemento el primer compilador de C en 
una computadora DEC PDP-11 en los Bell Laboratories. El lenguaje se popularizo 
mucho para el desarrollo de sisternas porque era independiente del hardware. A 
causa de su popularidad tanto en la industria como en los circulos académicos, se 
hizo evidente que se necesitaba una definicion eståndar. En 1983 se cred un comité 
del American National Standards Institute (ANSI) para crear una definicion inde- 
pendiente de la måquina y sin ambigiiedades de C. En 1989 se aprobd el eståndar 
ANSI. C++ es una evolucion del lenguaje C desarrollada en los Bell Laboratories de 
AT&T a principios de la década de 1980 por Bjarne Stroustrup. Las extensiones del 
lenguaje C proporcionaron nuevos operadores y funciones que apoyan un nuevo 
paradigma llamado diseno y programacion orientados a objetos. 

Ejecucidn de un programa de computadora. Un programa escrito en un lenguaje 
de alto nivel como C debe traducirse a lenguaje de måquina antes de que la compu- 
tadora pueda ejecutar las instrucciones. Se usa un programa especial llamado 
Compilador compilador para llevar a cabo dicha traduccidn. Asi, para poder escribir y ejecutar 
programas en C en una computadora, el software de esta ultima debe incluir un 
compilador de C. 

Si el compilador detecta errores (conocidos como bugs [bichos]) durante la com- 
pilacidn, imprime los mensajes de error correspondientes. Debemos corregir las ins- 
trucciones del programa y luego realizar otra vez el paso de compilacion. Los errores 
identificados durante esta etapa se llaman errores de compilacion o errores de tiem- 
po de compilacion. Por ejemplo, si queremos dividir el valor almacenado en una 
variable llamada surna entre 3, la expresion correcta en C es suma/3; si escribimos 
incorrectamente esa expresion usando la diagonal invertida, como en surna \ 3, ob- 
tendremos un error de compilacion. El proceso de compilar, corregir instrucciones (o 
depuracidn) y recompilar a menudo debe repe tir se varias veces antes de que el pro- 
grama se compile sin errores de compilacion. Si ya no hay errores de compilacion, el 
compilador genera un programa en lenguaje de måquina que ejecuta los pasos espe- 
cificados en el programa original en C. Llamamos a este programa original programa 
fuente, y la version en lenguaje de måquina se denomina programa objeto. Asi, el 
programa fuente y el programa objeto especifican los mismos pasos, pero el programa 
fuente se especifica en un lenguaje de alto nivel, y el programa objeto se especifica en 
lenguaje de måquina. 

Una vez que el programa se ha compilado correctamente, se requieren pasos 
Ejecucidn adicionales para preparar el programa para su ejecucidn. Esta preparacion implica 

vincular otras instrucciones en lenguaje de måquina con el programa objeto y luego 
cargar el programa en la memoria. Después de esta vinculacidn/carga, la computadora 
ejecuta los pasos del programa. En esta etapa podrian identificarse nuevos errores, 
llamados errores de ejecucidn, errores de tiempo de ejecucidn o errores de ldgica; 
éstos también son bugs del programa. Los errores de ejecucidn con frecuencia hacen 
que se detenga la ejecucidn del programa. Por ejemplo, las instrucciones del progra- 
ma podrian intentar realizar una divisidn entre cero, lo que genera un error de ejecu- 
cidn. Algunos errores de ejecucidn no hacen que el programa deje de ejecutarse, pero 
si que se produzcan resultados incorrectos. Estos tipos de errores pueden deberse a 
equivocaciones del programador al determinar los pasos correctos de las soluciones 
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y a errores en los datos procesados por el programa. Cuando ocurren errores de eje- 
cucion a causa de errores en las instrucciones del programa, es preciso corregir los 
errores en el programa fuente e iniciar otra vez con el paso de compilacion. Aun si un 
programa al parecer se ejecuta correctamente, debemos verificar las respuestas con 
cuidado para asegurarnos de que sean correctas. La computadora ejecutarå los pasos 
precisamente como los especifiquemos; si especificamos los pasos indebidos (pero 
correctos en cuanto a su sintaxis), la computadora los ejecutarå y por tanto producirå 
una respuesta incorrecta. 

Los procesos de compilacion, vinculacion/carga y ejecucion se bosquejan en la 
figura 1.4. El proceso de convertir un programa escrito en lenguaje ensamblador a 
binario corre a cargo de un programa ensamblador, y los procesos correspondientes 
se denominan ensamblado, vinculacion/carga y ejecucion. 

Ejecucion de un programa Matlab. En el entorno Matlab, podemos crear y 
ejecutar programas, o "guiones", que contienen comandos de Matlab. También 
podemos ejecutar un comando de Matlab, observar los resultados, y ejecutar otro 
comando de Matlab que interactue con la inf ormacion que estå en la memoria, obser- 
var sus resultados, y asi sucesivamente. Este entorno interactivo no requiere el pro- 
ceso formal de compilacion, vinculacion/carga y ejecucion que se describio para los 
lenguajes de computadora de alto nivel. Sin embargo, los errores en la sintaxis de un 
comando de Matlab se detectan cuando el entorno Matlab intenta traducir el co- 
mando, y los errores de logica pueden causar errores de ejecucion cuando el entorno 
Matlab intenta ejecutar el comando. 

Ciclo de vida del software. En 1955, el costo de una solucion por computadora 
tipica se estimaba en un 15% para el desarrollo de software y un 85% para el hardwa- 
re de computadora correspondiente. Con el tiempo, el costo del hardware ha dis- 
minuido dråsticamente, mientras que el costo del software ha aumentado. En 1985 se 
estimo que los mimeros mencionados practicamente se habian invertido, con el 85% 
del costo para el software y el 15% para el hardware. Ahora que la mayor parte del 
costo de una solucion por computadora se invierte en el desarrollo del software, se 
ha enfocado la atencion en entender la creacion de una solucion por software. 

El desarrollo de un proyecto de software generalmente sigue pasos o ciclos de- 
finidos, llamados colectivamente el ciclo de vida del software. Estos pasos por lo 
regular incluyen la definicion del proyecto, la especificacion detallada, codif icacion y 
pruebas modulares, pruebas integradas y mantenimiento. Los datos indican que los 
porcentajes de esfuerzo invertido correspondientes son a grandes rasgos los que se 
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TABLÅ 1 .2 Fases del ciclo de vida del software 

Ciclo de vida Porcentaje de esfuerzo 

Definicion 3% 

Especificacidn 15% 

Codificacion y pruebas modulares 14% 

Pruebas integradas 8% 

Mantenimiento 60% 



muestran en la tablå 1.2. A la luz de estas estimaciones, es evidente que el manteni- 
miento del software representa una parte significativa del costo de un sisterna de 
software. Este mantenimiento incluye agregar mejoras al software, corregir los erro- 
res identificados al usar el software, y adaptar el software para trabajar con hardware 
o software nuevo. La facilidad para dar este mantenimiento estå relacionada directa- 
mente con la definicion y especificacion originales de la solucion, porque estos pasos 
sientan las bases para el resto del proyecto. El proceso para resolver problemas que 
presentamos en la siguiente seccion destaca la necesidad de definir y especificar la 
solucion cuidadosamente antes de comenzar a codificarla o a probarla. 

Una de las técnicas que ha resultado efectiva para reducir el costo del desarro- 
Prototipos llo de software tanto en tiempo como en dinero es la creacion de prototipos de soft- 

de software ware. En lugar de esperar hasta que el sisterna de software este terminado y luego 
dejar que los usuarios trabajen con éi, se crea un prototipo del sisterna en una fase 
temprana del ciclo de vida. Este prototipo no tiene todas las funciones requeridas del 
software final, pero permite al usuario hacer las modificaciones que desee a las especifi- 
caciones. Hacer los cambios mås temprano que tarde en el ciclo de vida es eficaz 
tanto en costo como en tiempo. En virtud de sus potentes comandos y sus capacidades 
de gråficos, Matlab resulta especialmente eficaz para crear prototipos de software. 
Una vez que el prototipo Matlab este realizando las operaciones deseadas correc- 
tamente y los usuaros esten satisfechos con la interaccion usuario /software, la solucion 
final puede ser el programa Matlab; o la solucion final puede convertirse a otro len- 
guaje para implementarse con una computadora o instrumento especifico. 

Como ingeniero, es muy probable que el lector necesite modificar el software 
existente o agregarle capacidades. Estas modificaciones serån mucho mås sencillas si 
el software existente estå bien estructurado y es comprensible, y si la documentacion estå 
actualizada y redactada claramente. Aun con herramientas potentes como Matlab, 
es importante escribir un codigo bien estructurado y comprensible. Por estas razo- 
nes, hacemos hincapié en la adquisicion de buenos håbitos que hagan al software 
mås comprensible y autodocumentable. 

LA INTERNET, CORREO ELECTRONICO Y LA WORLD WIDE WEB 

Internet La Internet es una red de computadoras que evoluciono a partir de un pequeno pro- 

yecto de investigacion experimental financiado por la ARPA (Advanced Research 
Projects Agency), una dependencia del gobierno estadounidense, a mediados de la 
década de 1980. Diez anos después, la Internet era la red mås grande del mundo, en 

/ conexion con mås de un millon de computadoras. 
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Un sisterna de correo electronico es software que permite a los usuarios de una 
red de computadoras enviar mensajes a otros usuarios de la red. Los usuarios de 
Internet pueden enviar mensajes electronicos (email) a usuarios en todo el mundo. El 
envio de correo electronico y su contestacion se ha convertido en el modo de comunica- 
cion estandar en muchas universidades y companias. Si bien el uso de correo electronico 
simplifica muchas interacciones, también introduce algunas cuestiones interesantes 
que es preciso resolver. Por ejemplo, la gente con frecuencia supone que cuando bo- 
rran un mensaje de correo electronico este desaparece. Sin embargo, en muchos casos 
el mensaje se almaceno en otras computadoras o puede recuperarse de la memoria 
de la computadora original, asi que podria estar todavia accesible. Aqui entra tam- 
bién una cuestion de confidencialidad: ^El correo electronico es correspondencia pri- 
vada, o una compama tiene derecho a leer el correo electronico de sus empleados? 

Ya estån disponibles en Internet tableros electronicos de noticias que nos permi- 
ten participar en grupos de discusion. Estos tableros no solo permiten leer las notas 
publicadas en los tableros, sino también publicarlas en ellos. Hay muchos tableros de 
noticias con diversos temas que van desde areas técnicas a deportes y pasatiempos. 
Una vez mås, el potencial de beneficios Heva consigo un potencial de explotacion. Se 
han presentado varias demandas legales respecto al acceso a tableros de noticias con 
temas para adultos por parte de ninos que usan la Internet. 

Se han creado varios servicios de consulta de informacidn para facilitar la loca- 
lizacion y recuperacion de informacion en la Internet. La World Wide Web (WWW) 
es un sisterna que vincula informacion almacenada en muchos sisternas. Esta infor- 
macion contiene no solo texto, sino también datos multimedia, como archivos de 
sonido, imagenes y animacion. Para consultar informacion en la WWW es preciso 
tener acceso a software que pueda exhibir esos tipos de informacion. Algunos siste- 
rnas de software de "navegacion" de uso comun son Mosaic, Netscape y Java. Para 
acceder a un sitio WWW, se necesita un localizador uniforme de recursos (URL). Si 
usted tiene acceso a la WWW, tal vez desee acceder al sitio Web de Matlab en http : / 
/www.mathworks . com. También estå disponible informacion relativa a este texto 
en http: / /www.prenhall .com y en http: / /ece-www. colorado . edu/ 
f aculty/etter . html. 



1,3 Una metodologia para resolver problemas de jngenjerja 

La resolucion de problemas es una parte clave de los cursos de ingenieria, y también 
de los de ciencias de la computacion, matematicas, fisica y quimica. Por tanto, es 
importante tener una estrategia consistente para resolver los problemas. También 
es conveniente que la estrategia sea lo bastante general como para funcionar en todas estas 
areas distintas, para no tener que aprender una técnica para los problemas de mate- 
maticas, una técnica diferente para los problemas de fisica, etc. La técnica de resolucion 
de problemas que presentaremos funciona para problemas de ingenieria y puede adap- 
tarse para resolver también problemas de otras areas; sin embargo, da por hecho que 

Metodologia vamos a usar una computadora para ayudarnos a resolver el problema. 

para resolver La metodologia para resolver problemas que usaremos en todo este texto tiene 

problemas cinco pasos: 
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1 . Planten r e I p rob 1 e m a c 1 a ra rn en te . 

2. Describir la informacion de entrada v de salida. 

3. Resolver el problema a mano (o con una ealculadora) para un conjunto de datos 
sencillo. 

4 . C rea r u n a so 1 u c i on M \ 1 1 ab. 

5. Probar la solucion con diversos datos. 

A continuadon anali/aremos cada uno de estos pa sos usando datos recolecta- 
dos de un experimento de laboratorio de hsica. Suponga quo hemos recabado una 
serie de temperaturas de un sensor de ciorto equipo que se esta usando en un experi- 
mento. Se tomaron mediciones de tempera tu ra cada 30 segundos, durante 5 minu- 
tos, en el curso del experimento. Queremos calcular la temperatura media y también 
graficar los valores de temperatura. 



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 



El primer paso es plantear el problema claramente. Es en extremo importante pre- 
parar un enunciado claro y conciso del problema para evitar cualquier malenten- 
dido. Para el presente ejemplo, el enunciado del problema es el siguiente: 

Calcular la media de una serie de temperaturas. Después, graficar los va- 
lores de tiempo y temperatura. 

DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 

El segundo paso consiste en describir cu i da d osa men te la informacion que se da 
para resolver el problema y luego identificar los valores que se deben calcular. 
Estos elementos representan las entradas y salidas del problema y pueden Hamar- 
se colectivamente entrada /salida o E/S. En muchos problemas resulta util hacer 
un diagrama que muestre las entradas y las salidas. En este punto, el programa es 
una "abstraccidn" porque no estamos definiendo los pasos para determinar las sali- 
das; solo estamos mostrando la informacion que se usara para calcular la salida. 
Este es el diagrama de E/S para el presente ejemplo: 



valores de tiempo 

valores de temperatura 
EJEMPLO A MANO 




promedio de temperaturas 



gråfica de los valores de tiempo 
y temperatura 



El tercer paso es resolver el problema a mano o con una ealculadora, empleando 
un conjunto sencillo de datos. Se trata de un paso muy importante y no debe pa- 
sarse por al to, ni siquiera en problemas sencillos. Este es el paso en que se detal la 
la solucion del problema. Si no podemos tomar un conjunto sencillo de nurneros y 
calcular la salida (ya sea a mano o con una ealculadora), no estamos preparados 
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para continuar con el siguiente paso; debemos releer el problema y tal vez consul- 
tar material de referenda. 

Para este problema, el unico calculo consiste en calcular la media de una 
serie de valores de temperatura. Supongamos que usamos los siguientes datos 
para el ejemplo a mano: 

Tiempo (minutos) Temperatura (grados F) 



Calculamos a mano la media como (105 + 126 + 119)/3 / o 116.6667 grados F. 
SOLUCION Matlab 

Una vez que podamos resolver el problema para un conjunto sencillo de datos, 
estamos listos para desarrollar un algoritmo: un bosquejo paso a paso de la solu- 
cion del problema. En el caso de problemas sencillos como este, puede escribirse 
de inmediato el algoritmo usando comandos Matlab; si el problema es mas com- 
plicado puede ser necesario escribir a grandes rasgos los pasos y luego descompo- 
ner esos pasos en otros mas pequenos que puedan traducirse a comandos Matlab. 
Una de las ventajas de Matlab es que sus comandos coinciden notablemente con 
los pasos que seguimos para resolver problemas de ingenieria; por tanto, el proce- 
so de determinar los pasos para resolver el problema determina también los co- 
mandos de Matlab. 

En el siguiente capitulo veremos los detalles de los comandos Matlab em- 
pleados en la siguiente solucion, pero observe que los pasos Matlab coinciden de 
cerca con los pasos de la solucion manual: 

% Calcular la temperatura media (o promedio) 
% y graficar los datos de temperatura. 



t iempo = [0.0, 0.5, 1.0]; 
temps = [105, 126, 119] ; 
promedio = mean ( temps) 

plot (time, temps) , title ( 'Mediciones de temperatura 1 ),... 
xlabel { ' Tiempo, minutos '),... 
ylabel (' Temperatura, grados F'), grid 

Las palabras que siguen a los signos de porcentaje son comentarios que nos 
ayudan a entender las instrucciones Matlab. Si una instruccidn Matlab asigna o 
calcula un valor, también imprime el valor en la pantalla si la instruccidn no termi- 
na con un signo de punto y coma. Asi, los valores de tiempo y temps no se impri- 
men porque las instrucciones que les asignan valores terminan con signos de pun- 
to y coma; el valor del promedio se calcularå y luego se imprimirå en la pantalla 
porque la instruccidn que lo calcula no termina con un signo de punto y coma. Por 
ultimo, se genera una gråfica de los datos de tiempo y temperatura. 
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5. PRUEBA 

El paso final de nuestro proceso de resolucion de problemas es probar la solucion. 
Primero debemos probar la solucion con los datos del ejemplo a mano porque ya 
calculamos la solucion antes. 

Al ejecutarse las instrucciones anteriores, la computadora exhibe la siguiente 
salida: 

promedio = 
116.6667 

También se genera una gråfica de los puntos de datos. El promedio coincide 
con el del ejemplo a mano, asi que ahora podemos sustituir esos datos por los 
datos del experimento de ffsica, dando el siguiente programa: 

% Calcular la temperatura media (o promedio) 
% y graficar los datos de temperatura. 

% 

tiempo = [0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0,... 

3.5, 4.0, 4.5, 5.0]; 
temps = [105, 126, 119, 129, 132, 128, 131,... 

135, 136, 132, 137]; 
promedio = mean ( temps ) 

plot (time, temps) , title ( 'Mediciones de temperatura'),... 
xlabel { ' Tiempo, minutos '),... 
ylabel (' Temperatura, grados F ' ) , grid 

Cuando se ejecutan estos comandos, la computadora exhibe la siguiente salida: 

promedio = 
128.1818 

La grafica de la figura 1.5 también aparece en la pantalla. 



Mediciones de temperatura 

1 40 r ' i -— . — 1 -. i — r 




Tiempo, minutos 

Figura 1.5 Temperaturas recolectadas en tin experimento defisica. 
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Los pasos que demostramos en este ejemplo se usan para desarrollar los pro- 
gramas de las secciones de "Resolucion aplicada de problemas" de los siguientes 
capitulos. 

1.4 Recoleccion de datos para la pre diccjon del clima 

En cada uno de los capitulos que siguen incluiremos secciones de "Resolucion aplicada 
de problemas" que usan las nuevas instrucciones Matlab presentadas en el capitulo 
para resolver un problema relacionado con el gran desafio presentado en la intro- 
duccion al capitulo. Aunque ya mostramos un programa Matlab, todavia no tene- 
mos los conocimientos necesarios para crear un programa nuevo relacionado con la 
prediccion del clima (el gran desafio que presentamos en la introduccion a este capi- 
tulo), pero podemos comentar los tipos de datos meteorologicos que se recaban y los 
anålisis preliminares que acompanan a la busqueda de una solucion. 

El primer paso para tratar de desarrollar una ecuacion o un modelo para prede- 
cir el clima es estudiar la historia climåtica anterior. Por fortuna, varias dependencias 
nacionales estån interesadas en recabar y almacenar informacion meteorologica. La 
NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration) es una organizacion 
orientada hacia la investigacidn que estudia los océanos y la atmosfera; ademas, financia 
investigaciones ambientales sobre analisis de datos, modelado y trabajos experimen- 
tales relacionados con los cambios globales. El National Environmental Satellite, Data 
and Information Service recaba y distribuye informacion relativa al clima. El National 
Climatic Data Center recaba y compila informacion climatologica de las oficinas del 
National Weather Service en todo Estados Unidos. Estas oficinas también interactuan 
con los pronosticadores del clima estatales y locales para proporcionar al publico en 
general informacion meteorologica actualizada. 

El National Climatic Data Center de Carolina del Norte se encarga de mantener 
datos climatologicos de oficinas del National Weather Service. Estos datos estan dis- 
ponibles en muchas formas, incluidos datos de climatologfa locales por mes, por es- 
tado y para el mundo. El centro también mantiene datos climatologicos historicos a 
partir de 1931. La figura 1.6 muestra un resumen mensual de datos de climatologfa 
locales recabados por la oficina del National Weather Service del Aeropuerto Inter- 
nacional Stapleton en Denver, Colorado, para el mes de enero de 1991. El resumen 
contiene 23 elementos de informacion meteorologica dferentes recabados para cada 
dia, incluidos temperaturas maximas y minimas, cantidad de precipitacion pluvial, 
råfagas de viento maximas y minutos de insolacion. Estos datos se analizan para 
generar la informacion resumida mensual que aprece en la parte inferior del forma- 
to, y que incluye temperatura media, precipitacion total de lluvia, precipitacion total 
de nieve y el numero de dias que estuvieron parcialmente nublados. 

Para analizar los datos de un mes, podnamos graficar primero algunos de los 
diferentes elementos de informacion para ver si observamos tendencias visibles en 
los datos. Por ejemplo, deberemos poder observar si la temperatura måxima se man- 
tiene mas o menos constante, aumenta, disminuye o fluctua alrededor de un punto 
comun. La figura 1.7 es una grafica de las temperaturas maximas para enero de 1991. 
Podemos ver que la temperatura tiene algunas fluctuaciones o variaciones amplias, pero 
no hay un aumento o una disminucion constante. También podnamos analizar datos 
de temperatura para un ano del mismo modo; la figura 1.8 contiene las temperaturas 
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Figura 1 .6 Datos climatoldgicos locales. 
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Temperaturas måximas, enero de 1991 
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Figura 1 .7 Temperaturas måximas para enero de 1991. 

måximas diarias de enero a diciembre de 1991. Si queremos observar tendencias de 
calentamiento graduales, seria importante examinar las temperaturas de muchos anos. 
A partir de las figuras 1.7 y 1.8, es evidente que un modelo de Knea recta (modelo 
lineal) no es apropiado para ninguno de estos conjuntos de datos; los modelos para 
estos conjuntos de datos son mas complicados. 

A menudo nos interesa analizar varios conjuntos distintos de datos al mismo 
tiempo para ver si hay relaciones entre ellos. Por ejemplo, esperariamos una relacidn 
entre las temperaturas måximas y las temperaturas medias durante un periodo. Es 
decir, esperariamos que los dias con temperaturas måximas mås altas también tuvie- 
ran temperaturas medias mås altas. Por otro lado, también esperamos que en algu- 
nos dias la temperatura måxima y la media esten cercanas entre si, pero que en otros 
dias esto no suceda. La figura 1.9 contiene gråficas de las temperaturas måximas y las 
temperaturas medias para el mes de enero de 1991 en el Aeropuerto Internacional 
Stapleton, e ilustra la relacion entre las temperaturas måximas y las medias. Pode- 
mos realizar cålculos matemåticos para medir la interrelacion, o correlacion de dos o 
mås variables. 



Temperaturas måximas, enero-diciembre de 1991 
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Figura 1 .8 Temperaturas måximas para 1991. 
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Temperaturas måximas y medias, enero de 1991 
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Figura 1 .9 Temperaturas måximas y medias para enero de 1991. 

Las gråficas nos dan una idea råpida e intuitiva de las tendencias de los datos, 
pero necesitamos métodos mås analiticos si queremos usar la historia para predecir 
el futuro. Los métodos analiticos que se usan comunmente para modelar datos inclu- 
yen la creacion de modelos lineales o polinomicos que representen los datos. Estu- 
diaremos estos tipos de cålculos mås adelante en el texto, Matlab proporciona fåcil 
acceso tanto a la visualizacion como a los métodos analiticos para examinar datos en 
busca de tendencias. Describiremos estas dos capåcidades de Matlab en una seccion 
posterior de este texto. 



RESUMEN DEL CAPITULO 



Se presento un grupo de logros sobresalientes recientes en ingenieria para demostrar 
la diversidad de las aplicaciones de ingenieria. Luego se presento una serie de gran- 
des desafios con objeto de ilustrar algunos de los excitantes y dificiles problemas que 
los ingenieros y cientificos enfrentan actualmente. También examinamos algunas de las 
habilidades no técnicas que se requieren para tener éxito como ingeniero. Dado que 
la resolucion de la mayor parte de los problemas de ingenieria, incluidos los grandes 
desafios, utilizarå la computadora, también presentamos un resumen de los compo- 
nentes de un sisterna de computo, desde el hardware hasta el software. También 
hicimos la presentacidn de una metodologia de cinco pasos para resolver problemas 
que usaremos para desarrollar una solucion por computadora a un problema. Estos 
cinco pasos son los siguientes: 

1. Plantear el problema claramente. 

2. Describir la informacion de entrada y de salida. 

3. Resolver el problema a mano (o con una calculadora) para un conjunto de datos 
sencillo. 

4. Desarrollar un algoritmo y convertirlo en un programa de computadora. 

5. Probar la solucion con diversos datos. 

Este proceso se usarå en todo el texto para desarrollar las soluciones de los 
problemas. 
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algoritmo 
bug 

cargador/ vinculador 
ciclo de vida del software 
compilador 
computadora 

computadora personal (PC) 
correo electronico 
depurar 

diagrama de E/S 
ejecucion 
ensamblador 
entorno interactivo 
error de compilacion 
error de logica 
grandes desafios 
hardware 

herramienta para administrar 

bases de datos 
hoja de cålculo 



Internet 

lenguaje ensamblador 
lenguaje de alto nivel 
lenguaje de måquina 
mantenimiento de software 
memoria 

metodologia para resolver problemas 

microprocesador 

procesador 

procesador de textos 

programa 

programa fuente 

programa objeto 

prototipo de software 

red 

sisterna operativo 
software 

unidad de aritmética y logica (ALU) 
unidad central de proceso (CPU) 
World Wide Web 



Problemas 

Las siguientes tareas ofrecen una oportunidad para aprender mås acerca de uno de 
los temas de este capitulo. Cada informe deberå incluir por lo menos dos referencias. 
Un buen punto de partida para encontrar referencias son las lecturas recomendadas 
que siguen a este grupo de problemas, asf como la World Wide Web. 

1 . Escriba un informe corto sobre uno de estos logros sobresalientes en ingenieria: 



Alunizaje 

Satélites de aplicacion 
Microprocesadores 
CAD /C AM 
Exploraciones CAT 



Materiales compuestos 

Jumbo jets 

Laseres 

<5ptica de fibras 

Productos de ingenieria genética 
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2. Escriba un informe corto sobre uno de estos grandes desafios: 

Prediccion del tiempo, el clima y los cambios globales. 
Comprension computarizada del habla. 
Creacion de mapas del genoma humano. 
Mejoramiento del desempeno de los vehiculos. 
Recuperacion mejorada de petroleo y gas. 

3. Escriba un breve informe sobre un logro sobresaliente en ingenieria que no se 
haya incluido en la lista dada en este capitulo. 

4. Escriba un breve informe sobre un tema que usted considere un gran desafio y 
que no se haya incluido en la lista que se dio en este capitulo. 

5. Escriba un breve informe comentando algun aspecto ético que, en su opinion, 
tenga que ver con uno de los diez logros mås grandes o uno de los grandes 
desafios. Presente varias posibles perspectivas de ese aspecto. 

6. Escriba un breve informe comentando algun aspecto ético o legal que, en su 
opinion, se relacione con el uso de correo electronico o la World Wide Web. 
Presente varias posibles perspectivas de ese aspecto. 

7. Escriba un breve informe sobre la historia de la computacion. Puede optar por 
concentrarse en el hardware de las computadoras, en el software o en la Internet. 

8. Escriba un breve informe sobre el equipo empleado en la recoleccion de datos 
climatologicos. Una buena fuente de informacion seria una oficina del National 
Weather Service o una estacion de television local que dé informes sobre el 
tiempo. 

9. Escriba un breve informe sobre los tipos de datos climatologicos que se han 
recabado a lo largo de los anos. Es posible que la biblioteca de su universidad 
contenga datos climatologicos en su seccion sobre registros gubernamentales. 
También puede solicitarse informacion climatologica al National Climatic Data 
Center, Federal Building, Asheville, North Carolina 28801-2696. 

10. Escriba un breve informe que compare varios de los navegadores de red, como 
Mosaic, Netscape y Java. 




Si desea leer mas sobre los diez mås grandes logros, los grandes desafios, 0 los sisternas de computo, recomenda- 
mos los siguientes articulos del Scientific American. 



Barton, John H. "Patenting Life." March 1991. 
Berns, Michael W. "Laser Surgery." June 1991. 
Beth, Thomas. "Confidential Communication on the 

Internet." December 1995. 
Birge, Robert R. "Protein-Based Computers." March 

1995. 



Broecker, Wallace. "Chaotic Climate." November 
1995. 

Bugg, Charles E., William M. Carson, and John A. 

Montgomery. "Drugs by Design." December 1993. 
Brumer, Paul and Moshe Shapiro. "Laser Control of 

Chemical Reactions." March 1995. 
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Capecchi, Mario. "Targeted Gene Replacement." 
March 1994. 

Charlson, Robert. J. and Tom M. L. Wigley. "Sulfate 
Aerosol and Climatic Change ." February 1994. 

Chou, Tsu-Wei, Roy L. McCullough, and R. Byron 
Pipes. "Composites." October 1986. 

Cohen, Jack S., and Michael E. Hogan. "The New 
Genetic Medicines." December 1994. 

Cooper, George A. "Directional Drilling." May 1994. 

Davies-Jones, Robert. "Tornadoes." August 1995. 

DeCicco, John and Marc Ross. "Improving Automo- 
tive Efficiency." December 1994. 

Desurvire, Emmanuelf. "Lightwave Communica- 
tions: The Fifth Generation." January 1992. 

Doolittle, Russell F. and Peer Bork. "Evolutionarily 
Mobile Modules in Proteins." October 1993. 

Drexhage, Martin G. and Comelius T. Moynihan. 
'Tnfrared Optical Fibers." November 1988. 

Elitzur, Moshe. "Masers in the Sky." February 1995. 

Gasser, Charles S. and Robert T. Fraley. "Transgenic 
Crops." June 1992. 

Farmelo, Graham. "The Discovery of X-Rays." 
November 1995. 

Gibbs, W. Wayt. "Software's Chronic Crisis." 
September 1994. 

Greenberg, Donald P. "Computers and Architecture." 

February 1991. 
Halsey, Thomas C. and James E. Martin. "Electrohe- 

ological Fluids." October 1993. 
Herring, Thomas. "The Global Positioning System." 

February 1996. 



Hess, Wilmot, et al "The Exploration of the Moon." 
October 1969. 

Hutcheson, G. Dan and Jerry D. Hutcheson. "Tech- 
nology and Economics in the Semiconductor 
Industry." January 1996. 

Jewell, Jack L., James P. Harbison, and Axel Scherer. 
"Microlasers." November 1991. 

Mahowald, Misha A. and Carver Mead. "The Silicon 

Retina." May 1991. 
Matthews, Dennis L. and Mordecai D. Rosen. "Soft- 

X-Ray Lasers." December 1988. 
Paabo, Svante. "Ancient DNA." November 1993. 
Psaltis, Demetri and Fai Mok. "Holographic Memo- 

ries." November 1995. 
Rennie, John. "Grading the Gene Tests." June 1994. 
Richelson, Jef f rey T. "The Future of Space Reconnais- 

sance." January 1991. 
Ross, Philip E. "Eloquent Remains." May 1992. 
Schiller, Jeffrey I. "Secure Distributed Computing." 

November 1994. 

Steinberg, Morris A. "Materials for Aerospace." 
October 1986. 

Triantafyllou, Michael S. and George S. Triantafyl- 
lou. "An Efficient Swimming Machine." March 
1995. 

Veldkamp, Wilfrid B. and Thomas J. McHugh. 

"Binary Optics." May 1992. 
Wallich, Paul. "Silicon Babies." December 1991. 
Wallich, Paul. "Wire Pirates." March 1994. 
Welsh, Michael J. and Alan E. Smith. "Cystic Fibro- 

sis." December 1995. 
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2.1 Caracteristicas del entorno Matlab 

2.2 Escalares, vectores y matrices 

2.3 Operaciones con escalares y arreglos 

2.4 Capacidades de graficacion adicionales 

2.5 Resolucion aplicada de problemas: Motor turbohélice avanzado 

Resumen del capitulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
Notas de estilo, Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

En este capitulo presentamos el entorno de Matlab, que es un entorno interactivo para calculos nu- 
méricos, analisis de datos y graficos. Después de una introduccion a los tres tipos de ventanas de 
exhibicion de Matlab, explicaremos como pueden representarse los datos en forma de escalares, 
vectores o matrices. Se presentan varios operadores para definir y calcular informacion nueva. Tam- 
bién se presentan comandos para imprimir informacion y generar graficas con los datos. Por ultimo, 
presentaremos un ejemplo que calcula y grafica la velocidad y aceleracion de un avion con un motoy 
turbohélice avanzado. 
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34 CAP.2 EL ENTORNO Matlab 

2.1 Caracteristicas del entorno Matlab 



Laboratorio El software de Matlab se desarrolld originalmente como un "Laboratorio de matri- 
de matrices ces". El Matlab actual, con capaddades muy superiores a las del original, es un sisterna 
interactivo y lenguaje de programacion para computo cientifico y técnico en general. Su 
elemento båsico es una matriz (que veremos con detalle en la siguiente seccion). Dado 
que los comandos de Matlab son similares a la expresion de los pasos de ingenieria 
en matematicas, escribir soluciones en computadora con Matlab es mucho mas fåcil 
que usar un lenguaje de alto nivel como C o Fortran. En esta seccion explicaremos las 
diferencias entre la version para estudiantes y la version profesional de Matlab, y 
proporcionaremos informacion båsica sobre el espacio de trabajo. 

VERSION 4 DE LA EDICION PARA EL ESTUDIANTE 

La version 4 de la Edicion para el estudiante es muy similar a la version 4 Profesional de 
Matlab, excepto por las caracteristicas siguientes: 

• Cada vector estå limitado a 8192 elementos. 

• Cada matriz estå limitada a un total de 8192 elementos, estando limitado el 
numero ya sea de filas o de columnas a 32. 

• Las salidas pueden imprimirse usando Windows, Macintosh y dispositivos de 
impresion PostScript. 

• Los programas no pueden vincular dinåmicamente subrutinas C o Fortran. 

• Se recomienda mucho un coprocesador matemåtico, pero no es indispensable. 

• Se incluyen las Toolboxes (cajas de herramientas) de Matematicas Simbolicas y 
de Senales y Sisterna^ con la Edicion para el Estudiante*. 

Si adquiere la Edicion para el estudiante de Matlab, no olvide llenar y devolver la tar- 
jeta de registro. Como estudiante usuario registrado, usted tiene derecho al remplazo 
de discos defectuosos sin cargo. Ademås, recibirå informacion de actualizacion sobre 
Matlab. 

Supondremos que Matlab ya estå instalado en la computadora que usted estå 
usando. (Si adquirio la Edicion para el estudiante de Matlab, siga las instrucciones de 
instalacion en el manual que acompana al software.) Las explicaciones y programas 
desarrollados en este texto funcionarån correctamente usando ya sea la version 4 de 
la edicion para estudiantes o la version 4 de la edicion profesional. + Supondremos 
que la interaccion de entrada se realiza a traves del teclado y un raton. 

VENTANA DE Matlab 

Para iniciar Matlab, seleccione el programa Matlab de un menu de su sisterna opera- 
Indicador tivo o teclee matlab. Deberå aparecer el indicador Matlab (» o edu»), que nos dice 

que Matlab estå esperando que introduzcamos un comando. Para salir de Matlab, 

USe quit O exit . 

+ La Version 4.0 de Matlab, en la Edicion para el estudiante, de Prentice Hall, se halla disponible en 
espaftol, junto con los disquetes y manual complementarios. 
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Ventanas 
de exhibicion 



Matlab Expo 



Abortar 



Matlab usa tres ventanas de exhibicion: la ventana de comandos sirve para in- 
troducir comandos y datos e imprimir resultados; la ventana de gråficos sirve para 
exhibir curvas y gråficas, y la ventana de edicion sirve para crear y modificar archi- 
vos M, que son archivos que contienen un programa o guidn de comandos Matlab. 
En cuanto entra a Matlab, la ventana activa es la ventana de comandos. Para ejecutar 
un archivo M (como tarea_i.m), simplemente teclee el nombre del archivo sin su 
extension (como en tarea_i). Al ejecutarse los comandos, aparecerån automaticamente 
las ventanas apropiadas; se puede activar una ventana haciendo clic con el raton 
dentro de ella. 

Hay varios comandos para despejar ventanas. El comandocic despeja la venta- 
na de comandos, y el comando cif borra la figura actual y por tanto despeja la ventana 
de gråficos. El comando ciear no afecta a las ventanas, pero si borra todas las varia- 
bles de la memoria. En general, es aconsejable iniciar los programas con los coman- 
dos ciear y cif para tener la seguridad de que la memoria estå despejada y que la 
ventana de gråficos estå en blanco y restablecida. 

Si desea ver algunas de las capacidades de Matlab, introduzca el comando demo, 
que inicia el Matlab Expo, un entorno gråfico de demostracion que ilustra algunos 
de los tipos de operaciones que se pueden realizar con Matlab. Si introduce el co- 
mando heip, aparecerå un menii de ayuda. 

Es importante saber como interrumpir o abortar un comando en Matlab. Por 
ejemplo, puede haber ocasiones en que sus comandos hagan que la computadora 
imprima listas aparentemente interminables de numeros, o podria parecer que la 
computadora entro en un ciclo infinito. En estos casos, mantenga presionada la tecla 
de control y oprima c para generar una interrupcion local dentro de Matlab. La se- 
cuencia control-c a veces se escribe A c, pero la secuencia no incluye el caråcter A . 



2,2 Escalares, vectores y matrices 



Matriz 



Al resolver problemas de ingenieria, es importante poder visualizar los datos rela- 
cionados con el problema. A veces los datos consisten en un solo numero, como el 
radio de un circulo. En otras ocasiones, los datos podrian ser una coordenada ^n un 
piano, que puede representarse como un par de numeros, uno de los cuales represen- 
ta la coordenada x, y el otro, la coordenada y. En otro problema, podnamos tener un 
conjunto de jcuatro^coordenadas ryz, representando los cuatro vértices de una pirå- 
mide con base triangular en un espacio tridimensional. Podemos representar todos 
estos ejemplos usando un tipo especial de estructura de datos llafnado matriz, un 
conjunto de numeros dispuestos en una reticula rectangular de filas y columnas. Asi, 
un solo punto puede considerarse como una matriz con una fila y una columna, una 
coordenada xy puede considerarse una matriz con una fila y dos columnas, y un 
conjunto de cuatro coordenadas xyz puede considerarse como una matriz con cuatro 
filas y tres columnas. He aqui ejemplos de esto: 



A = [3.5] 
"-1 

C = 



0 

1 

-1 

0 



B = [1.5 

0 
0 
0 
2 



3.1] 
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Escalar 
Vector 



Submdices 



Matriz 
cuadrada 



Observe que los datos contenidos en una matriz se escriben dentro de corche- 
tes. Si una matriz tiene una fila y una columna, podemos Hamar escalar al numero. 
De forma similar, si una matriz tiene una fila o una columna, la llamamos vector; 
para ser mås especificos, usamos el término vector fila o vector columna. 

Al usar una matriz, necesitamos una forma de referirnos a los elementos o nu- 
meros individuales que contiene. Un método sencillo para especificar un elemento 
de una matriz usa el numero de fila y el de columna. Por ejemplo, si nos referirnos al 
valor de la fila 4 y la columna 3 de la matriz C del ejemplo anterior, no habrå ambi- 
giiedad: nos estamos refiriendo al valor 2. Usamos los numeros de fila y de columna 
como submdices; asi, C 43 representa el valor 2. Para referirnos a toda la matriz usa- 
mos el nombre sin submdices, como en C. Aqui usaremos un tipo de letra especial 
para las matrices y comandos de Matlab. Los submdices se indican en Matlab con pa- 
réntesis, como en c(4, 3). 

El tamano de una matriz se especifica con el numero de filas y de columnas. En 
nuestro ejemplo anteror, C es una matriz con cuatro filas y tres columnas, o sea, una 
matriz 4 x 3. Si una matriz contiene m filas y n columnas, entonces contiene un total 
de m por n valores; asi, C contiene 12 valores. Si una matriz tiene el mismo numero de 
filas y de columnas, decimos que es una matriz cuadrada. 







Conteste las siguientes preguntas acerca de esta matriz: 



G = 



1. ^Qué tamano tiene G? 

2. Dé las referencias de submdices de todas las posiciones que c 
valor 0.5. 



0.6 


1.5 


2.3 


-0.5 


8.2 


0.5 


-0.1 


-2.0 


5.7 


8.2 


9.0 


1.5 


0.5 


0.5 


2.4 


0.5 


1.2 


-2.3 


-4.5 


0.5 



m el 



En los programas Matlab, asignamos nombres a los escalares, v< 
ces que usamos. Las siguientes reglas aplican a estos nombres de variable^. 

• Los nombres de variables deben comenzar con una letra. 

• Los nombres de variables pueden contener letras, digitos y el caråcter de sub- 
rayado (_). 

• Los nombres de variables pueden tener cualquier longitud, pero deben ser uni- 
cos dentro de los primeros 19 caracteres.* 

Matlab es sensible a la diferencia entre mayusculas y minusculas, asi que los nom- 
bres Tiempo, tiempo y t iempo representan tres variables distintas. J&teptts&ie e/s s^x^es* 



* Esto significa que, para Matlab, dos variables son idénticas si tienen los primeros 19 caracteres iguales 
aunque los restantes sean distintos. (N. del R.T.) 
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INICIALIZACION 

Presentamos cuatro métodos para asignar valores iniciales a matrices en Matlab. El pri- 
mer método lista explicitamente los valores, el segundo usa el operador de dos pun- 
tos, el tercero usa funciones Matlab y el cuarto lee datos del teclado. 

Listas expKcitas. La forma mas sencilla de definir una matriz es usar una lista 
de niimeros, como se muestra en el siguiente ejemplo, que define las matrices a, b y c 
que usamos en nuestro ejemplo anterior: 

A = [3.5]; 

B * [1.5, 3.13; 

C = [-1,0,0; 1,1,0; 1,-1,0; 0,0,2]; 

Estas instrucciones son ejemplos de la instruccidn de asignacidn, que consiste 
en un nombre de variable seguido de un signo igual y de los valores de datos que se 
asignarån a la variable. Dichos valores se encierran en corchetes en orden por fila; las 
filas se separan con signos de punto y coma, y los valores de cada fila se separan 
mediante comas o espacios. Un valor puede contener un signo mås o menos y un 
punto decimal, pero no puede contener una coma. 

Cuando definimos una matriz, Matlab imprime el valor de la matriz en la pan- 
talla a menos que suprimamos la impresion con un signo de punto y coma después 
de la definicion. En nuestros ejemplos, generalmente incluiremos el signo de punto y 
coma para suprimir la impresion. Sin embargo, mientras este aprendiendo a definir 
matrices, le resultarå util ver los valores de esas matrices. Por tanto, tal vez desee 
omitir el signo de punto y coma después de una definicion de matriz hasta estar 
seguro de que sabe definir correctamente las matrices. Los comandos who y whos tam- 
bién son muy utiles al usar Matlab. El comando who lista las matrices que se han 
definido, y whos lista las matrices y sus tamafios. 

También puede definirse una matriz listando cada fila en una linea aparte, como 
en la siguiente serie de comandos Matlab: 

c = [-1,0,0 
1,1,0 

1,-1,0 

0,0,2]; 

Si hay demasiados niimeros en una fila de una matriz para que quepan en una 
lfnea, podemos continuar la instruccidn en la siguiente Knea, pero se requiere una coma 
y tres puntos (puntos suspensivos) al final de la Knea para indicar que la fila debe 
continuar. Por ejemplo, si queremos definir un vector de fila f con 10 valores, pode- 
mos usar cualquiera de las siguientes instrucciones: 

F = [1,52,64,197,42,-42,55,82,22,109]; 
F = [1, 52, 64, 197, 42, -42, ... 
55, 82, 22, 109]; 



Instruccidn 
de asignacion 
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Matlab también nos permite definir una matriz usando otra matriz que ya se 
definio. Por ejemplo, considere las siguientes instrucciones: 

B = [1.5, 3.13 ; 
S = [3.0 B] ; 

Estos comandos equivalen a lo siguiente: 

S = [3.0 1.5 3.1] ; 

También podemos modificar los valores de una matriz o agregar valores adicionales 
usando una referencia a un lugar especifico. Asi, el siguiente comando, 

S(2) = -1.0; 

cambia el segundo valor de la matriz s de 1.5 a -1.0. 

También podemos extender una matriz definiendo nuevos elementos. Si ejecu- 
tamos el siguiente comando, 

S(4) = 5.5; 

la matriz s tendrå cuatro valores en lugar de tres. Si ejecutamos el siguiente comando, 

S(8) = 9.5; 

la matriz s tendrå ocho valores, y los valores des(5),s(6)ys(7)se pondrån en cero 
automåticamente porque no se dieron valores para ellos. 




De los tamanos de las siguientes matrices. Compruebe sus respuestas introducien- 
do los comandos en Matlab y usando luego el comando whos. En estos problemas, 
una definicion de matriz puede referirse a una matriz definida en un problema 



anterior. 




1. B = 


[2; 4; 6; 10] 


2. c = 


[5 3 5; 6 2 -3] 


3. E = 


[3 5 10 0; 0 0 




0 3; 3 9 9 8] 


4. T = 


[4 24 9] 


Q = 


[T 0 T] 


5. v = 


[C(2,l); B] 


6. A(2 # 


1) = -3 
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Operador 

de dos puntos 



Submatriz 



Operador de dos puntos. El operador de dos puntos es un operador muy potente 
para crear matrices nuevas. Por ejemplo, puede usarse dicho operador para crear 
vectores a partir de una matriz. Si se usa un signo de dos puntos en una referencia de 
matriz en lugar de un submdice espedfico, el signo de dos puntos representa a toda 
la fila o columna. Por ejemplo, después de definir una matriz c, los siguientes coman- 
dos almacenan la primera columna de c en el vector de columna x, la segunda colum- 
na de c en el vector columna y, y la tercera columna de c en el vector columna z: 

C = [-1,0,0; 1,1,0; 1,-1,0; 0,0,2]; 
x = C(:,l); 
Y = C(:,2); 
z =C(:,3); 

El operador de dos puntos también puede servir para generar matrices nuevas. Si 
se usa un signo de dos puntos para separar dos enteros, el operador de dos puntos gene- 
rarå todos los enteros entre los dos enteros especificados. Por ejemplo, la siguiente 
notacion genera un vector llamado h que contiene los numeros del 1 al 8. 



Si se usan signos de dos puntos para separar tres numeros, el operador de dos 
puntos generarå valores entre el primer mimero y el tercero, usando el segundo nu- 
mero como incremento. Por ejemplo, la siguiente notacion genera un vector de fila 
llamado tiempo que contiene los numeros de 0.0 a 5.0 en incrementos de 0.5: 

tiempo = 0.0:0.5:5.0; 

El incremento también puede ser negativo, como se muestra en el siguiente ejemplo, 
que genera los numeros 10, 9, 8, ... 0 en el vector de fila llamado valores: 

valores = 10 : -1:0; 

El operador de dos puntos también puede servir para seleccionar una submatriz 
de otra matriz. Por ejemplo, suponga que se definio c en Matlab como la siguiente 
matriz: 



-1 
1 
1 
0 



0 

1 

-1 

0 



0 
0 
0 
2 




Si ejecutamos los siguientes comandos, 



C_partial_l = C(:,2:3); 
c_partial_2 = C(3:4,l:2); 



habremos definido las siguientes matrices: 



0 0 

1 0 




c_partial_l ^ ^ 

_ 0 2 
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Si la notacion de signo de dos puntos define una matriz con subindices no vålidos, 
como c ( 5 x 6 , : ) , se exhibirå un mensaje de error. 

En Matlab se vale tener una matriz vacia. Por ejemplo, cada una de las siguien- 
Matriz vada tes instrucciones genera una matriz vacia: 

a = []; 

b = 4:-l:5; 

Cabe senalar que una matriz vacia es distinta de una matriz que solo contiene ceros. 

El empleo de la expresion c ( : ) equivale a una matriz de columna larga que 
contiene la primera columna de c, seguida de la segunda columna de c, y asi sucesi- 
vamente. 

Operador Un operador muy util para manipular matrices es el operador de transponer. 

de transponer L a transpuesta de una matriz a se denota con a ■ y representa una nueva matriz en la 
que las filas de a se han convertido en las columnas de a* . En el capitulo 4 estudiare- 
mos este operador con mayor detalle, pero por ahora lo usaremos solo para convertir 
un vector fila en un vector columna y viceversa. Esta capacidad puede ser muy util al 
imprimir vectores. Por ejemplo, suponga que generamos dos vectores, x y y. Ahora 
queremos imprimir los valores de modo que x ( i ) y y ( i ) esten en la misma Knea, x ( 2 ) 
y y(2) esten en la misma linea, etc. Una forma sencilla de hacer esto es: 

x = 0:4; 
y = 5:5:25; 
[x' y'] 

La salida generada por estas instrucciones es: 

0 5 

1 10 

2 15 

3 20 

4 25 

Este operador también sera util para generar algunas de las tablås especificadas en 
los problemas del final del capitulo. 




Indique el contenido de las siguientes matrices. Luego verifique sus respuestas 
introduciendo los comandos Matlab . Use la siguiente matriz g: 



0.6 


1.5 


2.3 


-0.5 


8.2 


0.5 


-0.1 


-2.0 


5.7 


8.2 


9.0 


1.5 


0.5 


0.5 


2.4 


0.5 


1.2 


-2.3 


-4.5 


0.5 



1. A = G(:,2) 
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2. C = 10:15 

3. D = [4:9; 1:6] 

4. F =0.0:0.1:1.0 

5. Tl = G(4:5, 1:3) 

6. T2 = G(l:2:5, : ) 



Valores especiales y matrices especiales. Matlab incluye varias constantes pre- 
definidas, valores especiales y matrices especiales que podemos usar en nuestros 
programas y que se definert en la siguiente lista: 

pi Representa n 

i, j Representa el valor V-l 

inf Representa infinito, que normalmente ocurre al dividir entre cero. Se 

imprimirå un mensaje de advertencia cuando se calcule este valor; si se 
exhibe una matriz que contiene este valor, el valor aparecerå como <*>. 

NaN Representa No-es-un-numero y suele ocurrir cuando una expresion 
no estå definida, como la division de cero entre cero. 

ciock Representa la hora actual en un vector de fila de seis elementos que 
contiene ano, mes, dia, hora, minuto y segundos. 

date Representa la fecha actual en formato de cadena de caracteres, como 

20-jun-96. 

eps Representa la precision de punto flotante de la computadora que se 
estå usando. Esta precision épsilon es la cantidad mås pequena en 
que pueden diferir dos valores en la computadora. 

ans Representa un valor calculado por una expresion pero no almacenado 
en un nombre de variable. 

Se puede usar una serie de funciones especiales para generar matrices nuevas. 
La funcion zeros genera una matriz que contiene solo ceros. Si el argumento de la 
funcion es un escalar, como en zeros (6), la funcion generarå una matriz cuadrada 
usando el argumento como numero de filas y numero de columnas. Si la funcion 
tiene dos argumentos escalares, como en zeros (m,n), generarå una matriz con m filas 
y n columnas. Dado que la funcion size devuelve dos argumentos escalares que re- 
presentan el numero de filas y el numero de columnas de una matriz, podemos usar 
size para generar una matriz de ceros que tenga el mismo tamano que otra matriz. 
Las siguientes instrucciones ilustran los diversos casos: 

A = zeros (3); 

B = zeros (3, 2) ; 

C = [1 2 3; 4 2 5] ; 

D ss zeros (size(C)); 
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Las matrices generadas son las siguientes: 



Matriz 
identidad 





0 


0 


0 




0 


0 




A = 


0 


0 


0 


B = 


0 


0 






.0 


0 


0. 




_0 


0. 






"l 


2 


3~ 




"o 


0 


0 


C = 


A 


2 


5. 


D = 


.0 


0 


0 



La funcion ones genera una matriz que solo contiene unos, igual que la fun- 
cion zeros genera una matriz que solo contiene ceros. Los argumentos para la funcion 
ones tienen la misma funcionalidad que los de zeros. Las siguientes instrucciones 
Hustran los diversos casos: 



A = ones ( 3 ) ; 

B = ones (3,2); 

C = (1 2 3; 4 2 5] ; 

D = ones (size (c) ) ; 



Las matrices generadas son las siguientes: 





1 


1 


1 




1 


1 


A = 


1 


1 


1 


B = 


1 


1 




.1 


1 


1. 




.1. 


1 




"l 


2 


3" 




1 


1 


C = 


A 


2 


5. 


D = 


_1 


1 



Una matriz identidad es una matriz con unos en la diagonal principal y ceros 
en las demås posiciones. Por ejemplo, la siguiente es una matriz identidad con cuatro 
filas y cuatro columnas: 



0 0 

1 0 
0 1 
0 0 



Cabe senalar que la diagonal principal es la diagonal que contiene elementos 
en los que el numero de fila es el mismo que el numero de columna. Por tanto, los 
submdices para los elementos de la diagonal principal son (1,1), (2,2), (3,3), etcétera. 

En Matlab, las matrices identidad pueden generarse usando la funcion eye. Los 
argumentos de eye son similares a los de las funciones zeros y ones. Aunque en la 
mayor parte de las aplicaciones se usan matrices identidad cuadradas, la definicion 
puede extenderse a matrices no cuadradas. Las siguientes instrucciones ilustran los 
diversos casos: 

A = eye(3) ; 

B = eye(3,2); 

C = [1 2 3; 4 2 5] ; 

D = eye (size (C) ) ; 



Las matrices generadas son las siguientes: 
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1 


0 


0 




1 


0 


A = 


0 


1 


0 


B = 


0 


1 




_0 


0 


1. 




.0 


0 




"l 


2 


3~ 




"l 


0 


C = 


_4 


2 


5. 


D = 


_0 


1 



No es aconsejable nombrar a una matriz de identidad i porque entonces i no repre- 
sentarå a V^l en las instrucciones que sigan. (Veremos los numeros complejos con 
detalle en el siguiente capitulo.) 

Entradas del usuario. Los valores para una matriz también pueden introducirse 
a traves del teclado usando el comando input, que exhibe una cadena de texto y 
luego espera entradas del usuario. Después, el valor introducido se almacena en la 
variable especificada. Si el usuario va a introducir mas de un valor, debe encerrarlos 
en corchetes. Si el usuario pulsa la tecla Enter (Intro) sin introducir valores, se devol- 
verå una matriz vacia. Si el comando no termina con un signo de punto y coma, se 
imprimen los valores introducidos para la matriz. 

Considere el siguiente comando: 

z = input ( 1 Intr oduzca valores para z en corchetes: '); 
Cuando se ejecuta este comando, se exhibe en la pantalla de la terminal la cadena de 

texto Intr oduzca valores para z en corchetes: . El usuario puede mtroducir enton- 

ces una expresion como [5.1 6.3 -18.0], que especifica valores para z. Como este 
comando input termina con un signo de punto y coma, no se exhiben los valores cuan- 
do termina de ejecutarse el comando. 



OPCIONES DE SALIDA 



Hay varias formas de presentar el contenido de una matriz. La mås sencilla es intro- 
ducir el nombre de la matriz. Se repetira el nombre de la matriz y a partir de la 
siguiente Knea se exhibirån los valores de la matriz. También hay varios comandos 
que pueden servir para exhibir matrices con un mayor control sobre el f ormato de la 
salida. También podemos graficar los valores de una matriz para tener una represen- 
tacidn visual. A continuacidn presentamos algunos de los detalles del uso de estas 
diferentes formas de exhibir informacion. 



Formato de exhibicidn. Cuando se exhiben los elementos de una matriz, los 
enteros siempre se exhiben como enteros. Los valores no enteros siempre se exhiben 
Formato usando un formato por omisidn (llamado formato corto) que muestra cuatro digitos 

por omisidn decimales. Matlab permite especificar otros formatos (véase la tablå 2.1) que mues- 
tran mås digitos significativos. Por ejemplo, para especificar que queremos que los 
valores se exhiban en un formato digital con 14 digitos decimales, usamos el coman- 
do format long. Podemos regresar al formato decimal con cuatro digitos decimales 
empleando el comando format short. Se exhiben dos digitos decimales cuando se 
especifica el formato con format bank. 

Si un valor es muy grande o muy pequefio, la notacidn decimal no es sa- 
tisfactoria. Por ejemplo, un valor que se usa con frecuencia en quimica es la 
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TABLÅ 2.1 Formatos de exhibicién de nu me ros 



Comando Matlab 


txniDe 


Ejemplo 


format short 


por omision 


15.2345 


format long 


14 decimales 


15.23453333333333 


format bank 


2 decimales 


15.23 


format short e 


4 decimales 


1.5235e+01 


format long e 


15 decimales 


1.523453333333333e+01 


format + 


+, -, espacio 


+ 



constante de Avogadro, cuyo valor con cuatro posiciones significativas es 
602,300,000,000,000,000,000,000. Es obvio que necesitamos una notacion mås mane- 
jable para valores muy grandes como la constante de Avogadro o muy pequenos 
Notacion como 0.0000000031 . La notacion cientifica expresa un valor como un numero entre 1 

cientifica y io multiplicado por una potencia de 10. En notacion cientifica, la constante de 

Avogadro se convierte en 6.023 x 10 23 . Esta forma también recibe el nombre de mantisa 
(6.023) y exponente (23). En Matlab, se exhiben valores en notacion cientifica usando 
la letra e para separar la mantisa y el exponente, como en 6 . 023e+23. Si queremos que 
Matlab exhiba valores en notacion cientifica con cinco digitos significativos, usamos 
el comando format short e. Para especificar notacion cientifica con 16 digitos signi- 
ficativos, usamos el comando format long e. También podemos introducir valores 
en una matriz usando notacion cientifica, pero es importante no escribir espacios 
entre la mantisa y el exponente, porque Matlab interpreta 6.023 e+23 como dos valo- 
res (6 . 023 y e+23), mientras que 6 . 023e+23 se interpreta como un solo valor. 

Otro comando de formato es format +. Si se exhibe una matriz con este formato, 
los unicos caracteres que se imprimen son signos de mås y menos. Si un valor es po- 
sitivo, se exhibe un signo mås; si un valor es 0, se dejarå un espacio; si un valor es 
negativo, se exhibirå un signo menos. Este formato permite visualizar una matriz 
grande en términos de sus signos, cosa que de otro modo tal vez no podriamos ver 
fåcilmente porque podna haber demasiados valores en una fila para tener cabida en 
una sola Knea. 

En el caso de los formatos largos y cortos, se aplica un factor de escala comun a 
toda la matriz si los elementos llegan a ser demasiado grandes. Este factor de escala 
se exhibe junto con los valores escalados. 

Por ultimo, el comando format compact suprime muchos de los saltos de Knea 
que aparecen entre las representaciones de matrices y permite ver mås Kneas de in- 
formacion juntas en la pantalla. En las salidas de nuestros ejemplos, supondremos 
que se ha ejecutado este comando. El comando format loose regresa al modo de 
exhibicién menos compacto. 

Exhibicidn de texto y valores. Podemos usar la funcién disp para exhibir texto 
encerrado en apostrofos; también podemos usarla para exhibir el contenido de una 
matriz sin exhibir el nombre de la matriz. Por ejemplo, si un escalar temp contiene un 
valor de temperatura en grados Fahrenheit, podriamos exhibir el valor en una Knea y 
las unidades en la siguiente Knea con es tos comandos: 
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di sp (temp); disp ( • grados F') 

Si el valor de temp es 78, la salida sera la siguiente: 

78 

grados F 

Observe que los dos comandos disp se introdujeron en la misma Knea para que se 
ejecutaran juntos. 

Salidas con formato. El comando fprintf nos permite tener todavia mås Con- 
trol sobre las salidas que el que tenemos con el comando disp. Ademås de exhibir 
tanto texto como valores de matrices, podemos especificar el formato que se usarå al 
exhibir los valores, y también saltos de Knea. La forma general de este comando es la 
siguiente: 

fprintf (formato, matrices) 

El formato contiene el texto y las especificaciones de formato para las salidas, y va 
seguido de los nombres de las matrices por exhibir. Dentro del formato se usan los 
Especificadores especif icadores %&, %t y %g para indicar donde se exhibirån los valores de la matriz. 

Si se usa %e, los valores se exhiben en una notacion exponencial; si se usa %f, los 
valores se exhiben en una notacion de punto fijo o decimal; si se usa %g, los valores 
usarån %e o bien %f, el que sea mås corto. Si aparece la cadena \n en el formato, se 
exhibirå la Knea especificada hasta ese punto, y el resto de la informacion se exhibirå 
en la siguiente Knea. Lo usual es que el formato termine con \n. 
Un ejemplo sencillo del comando fprintf es: 

fprintf ('La temperatura es %£ grados F \n',temp) 
La salida correspondiente es: 

La temperatura es 78.000000 grados F 
Si modificamos el comando asf: 

fprintf ('La temperatura es \n %£ grados F \n',temp) 

la salida serå: 

La temperatura es 
78.000000 grados F 

Los especificadores de formato %f , %e y %g también pueden contener informa- 
cion para especificar el numero de posiciones decimales que se exhibirån y el numero 
de posiciones que se destinarån al valor correspondiente. Considere este comando: 
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fprintf('La temperatura es %4.1f grados F \n',temp) 
El valor de temp se exhibe usando cuatro posiciones, una de las cuales es decimal: 

La temperatur a es 78.0 grados F 

La instruccion f printf nos permite tener gran control sobre la forma de las salidas; la 
usaremos con frecuencia en nuestros ejemplos para que usted se f amiliarice con ella, 

Gråfica xy Gråficas xy sencillas. En esta seccion explicaremos como generar una gråfica 

xy sencilla a partir de datos almacenados en dos vectores. Suponga que queremos 
graficar los siguientes datos recabados de un experimento con un modelo de coche 
de control remoto. El experimento se repite 10 veces, midiendo la distancia que el 
coche viaja en cada ensayo. 



Ensayo 


Distancia, f t 


1 


58.5 


2 


63.8 


3 


64.2 


4 


67.3 


5 


71.5 


6 


88.3 


7 


90.1 


8 


90.6 


9 


89.5 


10 


90.4 



Suponga que los niimeros de ensayo se almacenan en un vector llamado x, y 
que los valores de distancia se almacenan en un vector llamado y . Para graficar estos 
puntos, usamos el comando plot, con x y y como argumentos. 

plot (x, y) 

Se genera automåticamente la gråfica de la figura 2.1. (Puede haber pequenas varia- 
ciones en las escalas de la gråfica debido al tipo de computadora y al tamano de la 
ventana de gråficos.) 

J2S^ du€in€& /tsweåctz r/e Mj?e/?j*>sv'<7 eævpæ $z thcdføuø/i cfø asuæfocfø& y a*w /MyÆ* . Por 
tanto, incluimos los siguientes comandos que agregan tin titulo, leyendasx y y, y una 
reticula de fondo: 

plot (x # y ) , tltle ( 1 Experimento de laboratorio 1 * ) , . . . 
xlabel < ' Ensayo ' ) , ylabel ( • Distancia, f t * ) , grid 

Estos comandos generan la gråfica de la figura 2.2. 

Si exhibimos una gråfica y luego continuamos con mås cålculos, Matlab gene- 
rarå y exhibirå la gråfica en la ventana de gråficos y luego regresarå de inmediato 
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1 23456789 10 



F i gu ra 2.1 Grdfica sencilla de distancias para 10 ensayos. 

para ejecutar el resto de los comandos del programa. Dado que la ventana de gråficos 
es remplazada por la ventana de comandos cuando Matlab regresa para terminar los 
cålculos, puede ser aconsejable usar el comando pause para detener el programa tem- 
poralmente a fin de que podamos examinar la gråfica. La ejecucion continuarå 
cuando se pulse cualquier tecla. Si desea hacer una pausa de cierto numero de segun- 
dos, use el comando pause (n) , que hace una pausa de n segundos antes de continuar. 
El comando print imprime el contenido de la ventana de gråficos en la impresora 
conectada a la computadora. 

ARCHIVOS DE DATOS 

También pueden definirse matrices a partir de information que se ha almacenado en 
Archivo un archivo de datos. Matlab puede utilizar dos tipos distintos de archivos de datos: 

de datos archivos MAT y archivos ASCII. Un archivo MAT contiene datos almacenados en un 

f ormato binario que aprovecha de manera eficiente la memoria, y un archivo ASCII 
contiene information almacenada en un formato de texto eståndar para computado- 
ra. Los archivos MAT son preferibles para datos que van a ser generados y utilizados 
por programas Matlab. Los archivos ASCII son necesarios cuando los datos se van a 
compartir (importåndolos o exportåndolos) con otros programas que no sean Matlab. 
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Experimento de laboratorio 1 
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123456789 10 

Ensayo 

Figura 2.2 Grdfica mejorada de distancias -para 10 ensayos. 



Los archivos MAT se generan desde un programa Matlab usando el comando 
save, que contiene un nombre de archivo y las matrices que se van a almacenar en el 
archivo. Se agrega automåticamente la extension .mat al nombre del archivo. Por 
ejemplo, el siguiente comando: 

save data_l x y; 

guarda las matrices x y y en un archivo llamado data_i.mat. Para recuperar estas 
matrices en un programa Matlab, usamos el comando: 

load data_l; 

Un archivo ASCII que vaya a ser utilizado por un programa Matlab deberå 
contener solo informacion numérica, y cada fila del archivo deberå contener el mis- 
mo numero de valores de datos. El archivo puede generarse usando un procesador 
de textos o un editor; también puede generarse ejecutando un programa escrito en 
un lenguaje para computadora, como C, o mediante un programa Matlab usando la 
siguiente forma del comando save: 

save data_2.dat z /ascii; 
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Este comando hace que cada fila de la matriz z se escriba en una linea individual del 
archivo de datos. No se agrega la extension .mat a los archivos ASCII. 

jzæst & eæfe&Uøst dat pcte ctea ^^/f^/^^^^X afe asv/føw^ ^Æ*J&¥jt afe /fø- 

Suponga que un archivo ASCII llamado data_3.dat contiene un conjunto de 
valores que representan el tiempo y la distancia correspondiente de un corredor des- 
de la Knea de salida en una carrera. Cada tiempo y su valor de distancia correspon- 
diente estån en una Knea individual del archivo de datos. Asf, las primeras lmeas del 
archivo de datos podrian tener la siguiente forma: 

o.o o.o 

0.1 3.5 
0.2 6.8 

El comando load seguido por el nombre del archivo lee la information y la coloca en 
una matriz con el mismo nombre que el archivo de datos. Por ejemplo, considere la 
instruccion: 

load data_3.dat; 

Los valores de datos se almacenarån automåticamente en la matriz data_3, que tiene 
dos columnas. 



2,3 Operaciones con escalares y arreglos 

Los calculos aritméticos se especifican con matrices y constantes combinadas con 
operaciones aritméticas. En esta seccion veremos primero operaciones en las que solo 
intervienen escalares; luego extenderemos las operaciones para incluir operaciones 
de elemento por elemento. 

OPERACIONES CON ESCALARES 

Las operaciones aritméticas entre dos escalares se muestran en la tablå 2.2. Las ex- 
presiones que contienen escalares y operaciones escalares se pueden evaluar y alma- 
cenar en una variable especificada, como en la siguiente instruccion, que especifica 
que los valores de a y b se sumen y la surna se almacene en x: 

x = a + b; 

Esta instruccion de asignacion debe interpretarse asf: el valor que estå en a se 
surna al valor que estå en b y la surna se almacena en x. Si interpretamos las instrucciones 
de asignacion de esta manera, no nos extranarå la siguiente instruccion Matlab vålida: 

cuenta = cuenta + 1; 

Es evidente que esta instruccion no es una expresion algebråica vålida, pero en 
Matlab especifica que se debe sumar 1 al valor que estå en cuenta y el resultado se 
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TABLÅ 2.2 Qperaciones arftméticas entre dos escalares 



Operacién 


Forma algebråica 


Matlab 


surna 


a + b 


a + b 


resta 


a-b 


a-b 


multiplicacion 


axb 


a*b 


division 


a 
b 


a/b 


exponenciacion 




a A b 



debe almacenar otra vez en cuenta. Por tanto, la instruccion equivale a especificar 
que el valor de cuenta se incremente en 1 . 

Es importante tener presente que una variable solo puede almacenar un valor a 
la vez. Por ejemplo, suponga que se ejecutaran las siguientes instrucciones Matlab 
una tras otra: 

tiempo = 0.0; 
tiempo = 5.0; 

Cuando se ejecuta la primera instruccion se almacena el valor 0.0 en la variable tiem- 
po, y es sustituido por el valor 5.0 cuando se ejecuta la siguiente instruccion. 

Si se introduce una expresion sin especificar una variable para almacenar el 
resultado, el resultado o respuesta se almacenara automåticamente en una variable 
llamada ans. Cada vez que se almacene un nuevo valor en ans, se perderå el valor 
anterior. 

OPERACIONES CON ARREGLOS 

Las operaciones de arreglos se ejecutan elemento por elemento. Por ejemplo, supon- 
ga que a es un vector de fila con cinco elementos y b es un vector de fila con cinco 
elementos. Una forma de generar un nuevo vector de fila c cuyos valores sean los 
productos de los valores correspondientes de a y de b es la siguiente: 

C(l) = A(1)*B(1); 
C(2) = A(2)*B(2); 
C(3) = A(3)*B(3); 
C(4) = A(4)*B(4); 
C(5) = A(5)*B(5); 

Estos comandos son en esencia comandos escalares porque cada uno multiplica 
un solo valor por otro y almacena el producto en un tercer valor. Para indicar que 
queremos realizar una multiplicacion elemento por elemento entre dos matrices del 
mismo tamano, usamos un asterisco precedido por un punto. Asi, las cinco instruc- 
ciones anteriores pueden ser sustituidas por la siguiente: 



Elemento a 
elemento 



C - A.*B; 
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No porter el punto antes del asterisco es una omision grave porque en tal caso la 
instruccion especifica una operacion de matrices, no una operacion elemento por 
elemento. Estudiaremos las operacioness de matrices en el capitulo 4. 

En el caso de la surna y la resta, las operaciones de arreglos y las de matrices son 
iguales, asi que no necesitamos distinguir entre ellas. En cambio; las operaciones de 
arreglos para multiplicacion, division y exponenciacion son dif erentes de las operacio- 
nes de matrices para multiplicacion, division y exponenciacion, asi que necesitamos 
incluir un punto para especificar una operacion de arreglos. Estas reglas se resumen 
en la tablå 2.3. 



TABLÅ 2.3 Operaciones elemento por elemento 



Operacion 


Forma algebraica 


Matlab 


surna 


a + b 


a + b 


resta 


a-b 


a-b 


multiplicacion 


a*b 


a.*b 


division 


a 
b 


a./b 


exponenciacion 


a b 


a. A b 



Las operaciones elemento por elemento, u operaciones de arreglos, no solo se 
aplican a operaciones entre dos matrices del mismo tamano, sino también a opera- 
ciones entre un escalar y un no escalar. Asi, las dos instrucciones de cada uno de los 
siguientes juegos de instrucciones son equivalentes para una matriz a: 

B ■ 3*A; 
B = 3.*A; 

C = A/5; 
C = A./5; 

Las matrices resultantes Bye tendrån el mismo tamano que a. 

A fin de ilustrar las operaciones de arreglos para vectores, considere los dos 
siguientes vectores de fila: 

a = [2 5 6] b = [2 3 5] 

Si calculamos el producto de arreglos de a y b usando la siguiente instruccion: 

C m A.*B; 

c contendrå los siguientes valores: 

[4 15 30] 
El comando de division de arreglos, 



C = A./B; 
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genera un nuevo vector en el que cada elemento de a se divide entre el elemento 
correspondiente de b. Asi, c contendrå los siguientes valores: 

[1 1.6667 1.2] 

La exponenciacion de arreglos también es una operacion elemento por elemen- 
to. Por ejemplo, considere las siguientes instrucciones: 

A = [2, 5, 6] ; 

B = [2, 3, 5]; 

C = A.*2; 

D = A . A B; 

Los vectores c y d son los siguientes: 



También podemos usar una base escalar con un exponente vector, como en: 

C = 3.0. A A; 

que genera un vector con los siguientes valores: 
[9 243 729] 

Este vector también podria haberse calculado con la instruccion: 

C = <3).*A; 

Si no estå seguro de haber escrito la expresion correcta, siempre pruébela con ejem- 
plos sencillos como los que hemos usado aqui. 

Los ejemplos anteriores utilizaron vectores, pero las mismas reglas se aplican a 
matrices con filas y columnas, como se ilustra con las siguientes instrucciones: 

d = [1:5; -l:-l:-5] j 
p = d.*5; 
q = d. A 3; 

Los valores de estas matrices son: 



c = [4 25 36] 



d = [4 125 7776] 



d 



1 

-1 



2 ; 
-2 -; 



3 4 5 
■3 -4 -5 



p 



5 10 15 20 25 
-5 -10 -15 -20 -25 



q = 



1 8 27 64 125 
-1 -8 -27 -64 -125 
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TABLÅ 2.4 Precedencia de operaciones aritméticas 


Precedencia Operacion 


1 


paréntesis, primero los mås internos 


2 


exponenciacion de izquierda a derecha 


3 


multiplicacion y division, de izquierda a derecha 


4 


surna y resta, de izquierda a derecha 



PRECEDENCIA DE OPERACIONES ARITMÉTICAS 

En vista de que es posible combinar varias operaciones en una sola expresion aritmé- 
tica, es importante saber en qué orden se realizan las operaciones. La tablå 2.4 indica 
la precedencia de las operaciones aritméticas enMATLAB. Observe que esta preceden- 
cia sigue la precedencia algebraica eståndar. 

Suponga que queremos calcular el area de un trapezoide; la variable base con- 
tiene la longitud de la base y aitura_i y aitura_2 contienen las dos alturas. El area de 
un trapezoide puede calcularse con la siguiente instruccion Matlab: 

area = 0 . 5*base* (altura_l + altura_2); 

Suponga que omitimos los paréntesis en la expresion: 

area = 0 . 5*base*altura_l + altura_2; 
Esta instruccion se ejecutaria como si fuera la instruccion: 

area = ( 0 . 5*base*altura„l) + altura_2; 

Observe que si bien se calculo la respuesta incorrecta, no se imprimen mensajes 
de error para alertarnos. Por tanto, es muy importante tener mucho cuidado al con- 
vertir ecuaciones en instrucciones Matlab. Agregar paréntesis extra es una forma 
fåcil de asegurarse de que los cålculos se harån en el orden deseado. 

, '//s/s/sr eaps&uøM e& &syæ. r/Z/j/s/sz/s/ cK&vad M<->//Y/rr/hsif>c} . Por ejemplo, considere 
la siguiente ecuacion: 

x 3 -2x 2 + %-6.3 
f " x 1 + 0.05005* - 3.14 

Podria calcularse el valor de f usando las siguientes instrucciones Matlab, suponien- 
do que x es un escalar: 

numerador ■ x A 3 - 2*x A 2 + x - 6.3; 
denominador = x A 2 + 0.05005*x * 3.14; 
f = numerador /denominador ; 

Es mejor usar varias instrucciones fåciles de entender que usar una instruccion que 
requiere meditar con cuidado el orden en que deben ejecutarse las operaciones. 
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Escriba comandos Matlab para calcular los siguientes valores. Suponga que las 
variables de las ecuaciones son escalares y que se les asignaron valores. 

1. Factor de correccion en cålculos de presion: 

factor = 1 + — + 4 

v ir 

2. Pendiente entre dos puntos: 
pendiente = ¥2 — ¥1. 

1 -v ir 



Resistencia de un circuito en paralelo: 
1 



resistencia = 



1 1 1 

— + — + - 



4. Pérdida de presion por friccion en un tubo: 



pérdida=/-p-I.^ 



Dé los valores contenidos en el vector c después de ejecutarse las siguientes ins- 
trucciones, donde a y b contienen los valores indicados. Verifique sus respuestas 
usando Matlab. 

a - [2 -1 5 0] b = [3 2 -1 4] 

1. C = B + A - 3; 

2. C = A./B; 

3. C = 2*A + A. A Bj 

4. C = 2 . A B + A; 

5. C m 2*B/3.*A; 



LIMITACIONES EN COMPUTACION 

Las variables almacenadas en una computadora pueden asumir valores de una gama 
muy amplia. En la mayor parte de las computadoras, el intervalo se extiende de 10" 308 
a 10 308 , que deberå ser suficiente para manejar casi cualquier cålculo. No obstante, es 
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posible que el resultado de una expresion este fuera de este intervalo. Por ejemplo, 
suponga que ejecutamos las siguientes instrucciones: 

x = 2.5e200; 
y = 1.0e200; 
z = x*y; 

Si suponemos el intervalo de valores de W' 308 a 10 308 , los valores de x y y estån 
dentro del intervalo permitido, pero el valor de z seria 2.5e400, y este valor excede el 
intervalo. Este error se denomina desbordamiento de exponente porque el exponen- 
te del resultado de una operacion matemåtica es demasiado grande para almacenarse 
en la memoria de la computadora. En Matlab, el resultado de un desbordamiento de 
exponente es «>. 

Un desbordamiento negativo de exponente es un error similar que ocurre cuan- 
do el exponente del resultado de una operacion aritmética es demasiado pequeno 
para almacenarse en la memoria de la computadora. Si usamos el mismo intervalo 
permitido, obtenemos un desbordamiento negativo de exponente con los siguientes 
comandos: 

x = 2.5e-200; 
y = 1.0e200; 
z = x/y; 

Una vez mås, los valores de x y y estån dentro del intervalo permitido, pero el 
valor de + debe ser 2.5e-400. Dado que el exponente es menor que el minimo, causa- 
mos la ocurrencia de un error de desbordamiento negativo de exponente. En Matlab, 
el resultado de un desbordamiento negativo de exponente es cero. 
Division Sabemos que la division entre cero es una operacion no vålida. si una expre- 

entre cero s i5 n p ro duce una division entre cero en Matlab, el resultado es °o. Matlab exhibirå 

un mensaje de error y continuarå con los cålculos subsecuentes. 

2.4 Capacidades de graficacion adicionales 



La gråfica mås comxin que usan los ingenieros y cientificos es la gråfica xy. Los datos 
que se grafican por lo regular se leen de un archivo de datos o se calculan en los 
programas, y se almacenan en vectores que llamaremos x y y. En general, supondre- 
mos que los valores x representan la variable independiente, y los y, la variable de- 
pendiente. Los valores y pueden calcularse como funcion de x, o los valores xy y 
podrian medirse en un experimento. A continuacion presentamos otras formas de 
exhibir esta informacion. 

GRÅFICAS LINEALES Y LOGARITMICAS 

La mayor parte de las gråficas que generamos dan por hecho que los ejes x y y se 
dividen en intervalos equiespaciados; estas gråficas se llaman gråficas lineales. Oca- 
sionalmente, podriamos querer usar una escala logaritmica en un eje o en ambos. 
Una escala logaritmica (de base 10) es util cuando una variable abarca varios orde- 
nes de magnitud, pues el amplio intervalo de valores puede graf icarse sin comprimir 
los valores mås pequenos. 



Desbordamiento 
de exponente 



Desbordamiento 
negativo de 
exponente 



Escala 
logaritmica 
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Los comandos Matlab para generar gråficas lineales y logaritmicas de los 
vectores x y y son los siguientes: 



Genera una gråfica lineal con los valores de x y y. 
Genera una gråfica de los valores de x y y usando una 
escala logantmica para x y una escala lineal para y. 
Genera una gråfica de los valores de x y y usando una 
escala lineal para x y una escala logantmica para y. 
Genera una gråfica de los valores de x y y usando escalas 
logaritmicas tanto para x como para y. 

En la figura 2.3 se muestran ejemplos de estas gråficas. Mås adelante en esta seccion 
veremos como definir un grupo de gråficas como las que se muestran en esta figura. 

Es importante tener presente que el logaritmo de un valor negativo o de cero no 
existe. Por tanto, si los datos que van a graficarse en una gråfica semilog o log-log 
contienen valores negativos o ceros, Matlab exhibirå un mensaje de advertencia in- 
formando que esos puntos de datos se han omitido en la gråfica. 

Todos estos comandos pueden ejecutarse también con un solo argumento, como 
en plot (y ) . En estos casos, las curvas se generan usando como valoresx los subindices 
del vector y. 



plot (x # y) 
sem±logx(x,y) 

semilogy (x,y) 

loglog(x,y) 




Figura 2.3 Gråficas lineales y logaritmicas. 
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GRÅFICAS MULTIPLE S 



Una forma sencilla de generar curvas multiples en la misma gråfica es usar multiples 
argumentos en un comando de graficacion, como en 

plot (x,y,w, z) 

donde las variables x, y, w y z son vectores. Al ejecutarse este comando, se traza la 
curva correspondiente a x versus y, y luego se traza en la misma gråfica la curva 
correspondiente a w versus z. La ventaja de esta técnica es que el numero de puntos 
de las dos curvas no tiene que ser el mismo. Matlab selecciona automåticamente 
diferentes tipos de Kneas para poder distinguir entre las dos curvas. 

Otra forma de generar multiples curvas en la misma gråfica es usar una sola 
matriz con multiples columnas. Cada columna se graficarå contra un vector x. Por 
ejemplo, las siguientes instrucciones generan una gråfica que contiene dos funciones 
como se muestra en la figura 2.4: 
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x = 0 : 0 . 1 : 5 ; 

f (:,1) = x 1 ,*2 - 3*x' + 2; 
f (:,2) = 2*x' .*2 + x' - 3; 

plot (x, f ) , ti tie ( 'Multiples funciones '),... 
xlabel ( ' x ' ) , grid 

Si la funcion plot no tiene un vector x aparte, como en plot ( f ) , las columnas de f se 
graficarån usando los subindices de fila como valores x. 

ESTILO DE LINEAS Y MARCAS 



El comando plot (x, y ) genera una gråfica de Kneas que conecta los puntos representa- 
dos por los vectores x y y con segmentos de Knea. También podemos seleccionar otros 
tipos de Kneas: de guiones, de puntos y de puntos y guiones, y también una gråfica de 
puntos en lugar de una de Kneas. En este caso, los puntos representados por los vectores 
se marcarån con un punto en vez de conectarse con segmentos de Knea. Asimismo, 
podemos escoger caracteres distintos del punto para indicar los puntos: signos mås, es- 
trellas, circulos o marcas x. La tablå 2.5 lista estas diferentes opciones de Kneas y marcas. 

El siguiente comando ilustra el uso de los estilos de Knea y marca; genera una 
curva de Knea continua con los puntos representados por los vectores x y y y luego 
marca los puntos mismos con circulos: 

plot(x,y,x,y, 'o' ) 

Este tipo de gråfica se muestra en la figura 6.3. 



TABLÅ 2.5 Opciones de lmeas y marcas 


Tipo de Imea Indicador 


Tipo de punto 


Indicador 


continua 


punto 




guiones — 


mås 


+ 


punteada : 


estrella 




guiones-puntos 


circulo 


o 




marca 


x 



ESCALA DE LOS EJES 



Matlab fija automåticamente la escala de los ejes ajuståndola a los valores de datos. 
Sin embargo, podemos supeditar esas escalas con el comando axis. Hay varias for- 
mas de este comando: 

axis Mantiene la escala del eje actual para gråficas subsecuentes. Una 
segunda ejecucion del comando regresa el sisterna al escalado 
automåtico. 

axis (v) Especifica la escala del eje usando los valores de escala que estån 
en el vector v, el cual debe contener [xmin / xmax / ymin # ymax] . 

sétn/eé géeé. El comando plot precede al comando axis correspondiente. 
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SUBGRÅFICAS 

Subventanas El comando subpiot permite dividir la ventana de gråficos en subventanas. Las po- 
sibles divisiones pueden ser dos subventanas o cuatro subventanas. Dos subventanas 
pueden quedar arriba y abajo o a la izquierda y a la derecha. Una division de cuatro 
ventanas tiene dos subventanas arriba y dos abajo. Los argumentos del comando 
subpiot son tres enteros: m, n, p. Los digitos my n especifican que la ventana de 
gråficos se divida en una reticula de m por n ventanas mås pequenas, y el dfgito p 
especifica la p-ésima ventana para la gråfica actuaL Las ventanas se numeran 
de izquierda a derecha y de arriba a abajo. Por tanto, los siguientes comandos especi- 
fican que la ventana de gråficos se divida en una gråfica superior y una inferior, y 
que la gråfica actual se coloque en la subventana superior: 

subpiot (2, 1, 1) ,plot (x,y) 

La figura 2.3 contiene cuatro gråficas que ilustran el comando subpiot empleando 
escalas lineales y logantmicas. Esta figura se genero usando las siguientes instruc- 
ciones: 

% Generar curvas de un polinomlo. 

% 

x - 0:0.5:50; 
y - 5*x. A 2; 

subpiot (2, 2,1) ,plot(x,y) , . . . 

title( 'Polinomio - lineal/lineal ' ) , . . . 

ylabel ( • y ■ ) , grid, ... 
subpiot (2 , 2, 2) , semilogx (x, y ) , . . . 

title( 'Polinomio - log/lineal '),... 

ylabeK »y' ) ,grid, . . . 
subpiot (2, 2, 3) , semilogy (x,y) , . . . 

title (' Polinomio - lineal/log ' ) , . . . 

xlabel ( ' x ' ) , ylabel ( 1 y ' ) , grid, . . . 
subpiot (2, 2, 4) , loglog(x,y) , . . . 

title ( 'Polinomio - log/log'),... 

xlabel( 'x' ) , ylabeK 'y' ) ,grid 

Se incluirån con frecuencia ejemplos del comando subpiot en este texto. 



2.5 Resolucion aplicada de problemas: Motor turbohélice avanzado 

En esta seccion realizaremos cålculos en una aplicacion relacionada con el gran desa- 
Abanico fio del funcionamiento de vehiculos. Un motor turbohélice avanzado llamado aba- 

sin ductos n i co s j n ductos (UDF, unducted fan) es una de las prometedoras tecnologias que se 

estån desarrollando para aviones de transporte futuros. Los motores de turbohélice, 
que han estado en uso desde hace varias décadas, combinan la potencia y la conf iabi- 
lidad de los motores a reaccion con la eficiencia de las hélices. Estos motores represen- 
tan una mejora significativa respecto a los anteriores motores de hélice impulsados por 
pistones. No obstante, su aplicacion se ha limitado a aviones pequenos para cubrir 
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rutas cortas porque no son tan rapidos ni tan potentes como los motores de aspas a 
reaccidn que se emplean en los aviones de pasajeros de mayor tamano. El motor UDF 
aprovecha avances significativos en la tecnologia de hélices que se probaron cuida- 
dosamente en tuneles de viento y que han angostado la brecha de rendimiento entre 
los motores turbohélice y los de aspas a reaccidn. Nuevos materiales, formas de as- 
pas y mayores velocidades de rotacidn permiten a los aviones con motores UDF vo- 
lar casi con la misma rapidez que los provistos de motores de aspas a reaccidn, con 
mayor eficiencia de combustible. Ademås, el UDF es considerablemente mås silen- 
cioso que el motor turbohélice convencional. 

Durante un vuelo de prueba de un avidn con motor UDF, el piloto de prueba 
ajustd el nivel de potencia del motor en 40,000 newtons, lo que hace que el avidn de 
20,000 kg alcance una velocidad de crucero de 180 m/s (metros por segundo). A 
continuacidn, las gargantas del motor se ajustan a un nivel de potencia de 60,000 
newtons y el avidn comienza a acelerar. Al aumentar la velocidad del avidn, el arras- 
tre aerodinåmico aumenta en proporcidn con el cuadrado de la velocidad respecto al 
aire. Después de cierto tiempo, el avidn alcanza una nueva velocidad de crucero en la 
que el empuje de los motores UDF es equilibrado por el arrastre. Las ecuaciones 
empleadas para estimar la velocidad y aceleracidn del avidn desde el momento en 
que se reajustan las gargantas hasta que el avidn alcanza su nueva velocidad de cru- 
cero (aproximadamente 120 s después) son las siguientes: 

velocidad = 0.00001 tiempo 3 - 0.00488 tiempo 2 
+ 0.75795 tiempo + 181.3566 
aceleracidn = 3 - 0.000062 velocidad 2 

Escriba un programa Mai lab que pida al usuario introducir un tiempo inicial y 
un tiempo final (ambos en segundos) que definan un intervalo de tiempo para el cual 
deseamos graficar la velocidad y la aceleracidn del avidn. Suponga que el tiempo 
cero representa el punto en el que se aumentd el nivel de potencia. El tiempo final 
debera ser 120 segundos o menos. 



1 . PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 



Calcular la nueva velocidad y aceleracidn del avidn después de un cambio en el 
nivel de potencia. 

DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 



El siguiente diagrama muestra que las entradas del programa son los tiempos 
inicial y final y que las salidas son gråficas de los valores de velocidad y acelera- 
cidn dentro de este lapso. 



tiempo inicial 



tiempo final 




gråfica de valores de velocidad 



gråfica de valores de aceleracion 
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EJEMPLO A MANO 

Dado que el programa esta generando una gratica para un intervalo de tiempo 
especifico, supondremos que el intervalo es de 0 a 5 segundos. Luego calculamos 
unos cuantos valores con una calculadora para poderlos comparar con los valores 
de las curvas generadas por el programa. 

Tiempo (s) Velocidad (m/s) Aceleracidn (m/s A 2) 

0.0 181.3566 0.9608 

3.0 183.5868 0.9103 

5.0 185.0256 0.8775 



DESARROLLO DEL ALGORITMO 

La generacidn de las curvas con los valores de velocidad y aceleracidn requiere los 
siguientes pasos: 

1. Leer los Iimites del intervalo de tiempo. 

2. Calcular los valores de velocidad y aceleracidn correspondientes. 

3. Graficar la nueva velocidad y aceleracidn. 

Puesto que el intervalo de tiempo depende de los valores de entrada, puede ser 
muy pequeno o muy grande. Por tanto, en lugar de calcular valores de velocidad 
y aceleracidn en los puntos especificados, calcularemos 100 puntos dentro del in- 
tervalo especificado. 

% Estos comandos generan y grafican valores de velocidad 

% y aceleracion en un intervalo especificado por el usuario. 

% 

star_time = input (' Teclee tiempo inicial (en segundos): '); 
end_time = input (' Teclee tiempo final (max. 120 segundos): '); 

time_incr = (end_time - start__time) /99; 

time = start_time : timeliner :end_time; 

velocity = 0 . 00001*time . A 3 - 0 . 00488*time . A 2 . . . 

+ 0.75795*time + 181.3566; 
acceleration = 3 - 0 . 000 062 *velocity . A 2 ; 
% 

subplot {2, 1,1) , plot (time, velocity) , title( 'Velocidad' ) , . . . 

ylabel ( ' metros/segundo ' ) , grid, . . . 
subplot (2, 1, 2) , plot (time, acceleration) , . . . 

title( 'Aceleracion' ) , . . . 

xlabel ( ' Tiempo, s ' ) , ylabel ( ' metros/segundo A 2 ' ) , grid 
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5. PRUEBA 

Primero probamos el programa usando los datos del ejemplo a mano. Esto genera 
la siguiente interaccion: 

Teclee tiempo inicial (en segundos) : 0 
Teclee tiempo final (max. 120 segundos): 5 

La gråfica generada por el programa se muestra en la figura 2.5. En vista de que 
los valores calculados coinciden con el ejemplo a mano, podemos probar el progra- 
ma con otros valores de tiempo. Si los valores no hubieran concordado con el ejem- 
plo, habriamos tenido que determinar si el error estuvo en el ejemplo o en el 
programa. En la figura 2.6 se muestran las gråficas generadas para el intervalo de 
tiempo de 0 a 120 segundos. Observe que la aceleracion se acerca a cero conforme 
la velocidad se acerca a la nueva velocidad de crucero. 



Velocidad 

186r— — — — f— 1 [ i — — -] r ■ — t r r 




0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 



Aceleracion 



1| 1 1 1 1 1 1 1 r 




0.85" 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Tiempo, s 

Figura 2.5 Velocidad y aceleracion de 0 a 5 segundos. 
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Velocidad 




180' 1 — — 1 1 l 



0 20 40 60 80 100 120 

Aceleracion 




0 20 40 60 80 100 120 

Tiempo, s 

F i gu ra 2.6 Velocidad y aceleracion de 0 a 120 segundos. 



RESUMEN DEL CAPITULO 



En este capftulo presentamos el entorno Matlab. La estructura eie datos primaria en 
M a T i. ab es la matriz, que puede ser un solo punto (un escalar), una lista de valores 
(un vector) o una retfcula rectangular de valores con filas y columnas. Los valores se 
pueden introducir en una matriz usando una lista expKcita de los valores o usando 
un operador de dos puntos que nos permite especificar un valor inicial, un incremen- 
to y un valor final para generar la sucesion de valores. Los valores también pueden 
cargarse en una matriz a partir de archivos MAT o archivos ASCII. Exploramos las 
diversas operaciones matematicas que se realizan elemento por elemento. También 
mostramos como generar graficas xy sencillas con valores de datos, ilustrando esto 
con una aplicacion que grafico datos de una prueba de motor sin ductos. 
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abortar 

archivo de datos 

desbordamiento de exponente 

desbordamiento negativo de exponente 

diagonal principal 

escalar 

guion 

indicador 

matriz 

matriz cuadrada 
matriz identidad 



matriz vada 
notacion cientifica 
operacion de arreglos 
operador de dos puntos 
operador de transponer 
puntos suspensivos 
subindice 
submatriz 
vector 

ventana de exhibicion 



Este resumen de Matlab lista todos los simbolos especiales, comandos y funciones que 
definimos en este capitulo. También incluimos una descripcion breve de cada uno. 

CARACTERES ESPECIALES 

[ ] forma matrices 
( ) forma subindices 

separa subindices o elementos de matrices 

separa comandos o filas de matrices 
% indica comentarios 
: genera matrices 
+ surna de escalares y arreglos 

resta de escalares y arreglos 

* multiplicacion de escalares 
. * multiplicacion de arreglos 
/ division de escalares 

. / division de arreglos 

A exponenciacion de escalares 

. A exponenciacion de arreglos 

• transponer 

COMANDOS Y FUNCIONES 



ans 
axis 



almacena valores de expresiones 
controla la escala de los ejes 



RESUMEN DEL CAPlTULO 



65 



A c 


p-pnpra im ahnrtn lnral 

ry it t ci cia i uuui lu iWCCll 


clc 


dpsr>pia la nantalla Hp rorn p»nH oq 
cAtot/tjci i ci pai itaiia ut v_vjn Len lliuo 


clear 


/H penpi il pl ocnanr» Hp 4"raV*air\ 
Llc&pcjd cl capdclU Clc lldlJdjL) 


cif 


V»r\rra nna ficynra 
L/Ul Ici LII Id llgLlId 


clock 


reoresenta la Kora actual 


date 


icLJIcacllld id lcd Id dctUdl 




Pipfnta H pm ncf r a ri nn pc 

CICLUla LiCllLL/OtldClUllCO 


di sp 


py ni np matri7 c\ frpvtri 

CA.111L/C XlLClLllZj W ICA WJ 




rpnrPQpnta la nrpri ci rin Hp ntmtn flnf-anfp 
ICUlCaCllla Id UICLIMUH LIC L* LII HU llLHdlllc 


AVI f 


form \y\C\ \A ATT AR 
IcIIIUIld 1V1A1LAD 


ave 

c Jr 


ffpnpra tina rnatiHT' iHpntiHaH 

tCl Iti a til ICI 11 ICI ti IZj 1U.C1 1 ti LI Cl LI 


■F <-\ r» it i a 4- _t_ 


pctar\lpr*p rnfm a4"n Hp cr^ln cifmi^c mao t t ma-r\r\c 
cS>ldL/lccc ILJIIIldtL) Lic t>L>lL) t>lgnO» iTldb y ITlcnOS 


f /-\ fitl 3» nmrv a +■ 

turmat uuinyaci 


pcf anlprp fnTtnafn Hp ^nr"ma /->/-»■»-»-» r-\ cx a 
CtJldL/lcL-C lUIIIldlU Lic lUlind LOIXipdCld 


format long 


pstanlprp formatn rlpnmal laran 

^i?lUl/ltLt IV/lllLult/ LCL1 ICLl fLVJ 


tut nia. t» t Ully e 


pct^ nlprp fnrTinafn PYnnnpnrial 1 a rrm 
COlaUlCLC ILSlllLdtU CAL»LJ1 ICI ILldl IdltiL/ 


forma l~ 1 nnao 


PQtaKlprp fnrmafn Hp fnrma nr» rnmna^fci 
CDlaflCLC lUlllLdtLs Lic lUIllld HU L.UII l L/dL. Id 


Lormat snoii 


pctilnlprp fnfmafn rlar^tvial r»r»i"4-/^ 
c&ldUlccc lUIIIldlU LlccIIIldl cono 


format short © 


estanlece forrnato PYonnpnrial cc\rtr% 


f pir int f 


imrjrimp informarion formatpaHa 


yt tu 


iiit>clld LII Id IcLlcLlld ell LII Id gldllcd 


he lp 


invoca pl recurso dp avtida 


i 


renresenta pl valor "V— 1 


Inf 


reoresenta el valor oo 


input 


aceDta entradas del teclado 


J 


fPTirPCPtifa pl ival rw \ 1 

Icpic&cllLd cl VdUJi V — I 


lo ad. 


carca matrices de un archivo 


loglog 


*?enera una øra fira loc-loo - 


NaN 


reDresenta el valor Mo-ps-nn-niimpro 

ltL/ltOv.lLI.Cl t- 1 V CL 1. U-L llU CO til L 1 1 till ICI w 


ones 


p/pnpra nna matris Hp nnn<? 

tei ici a cia ta iiicitiiZj eitr til luj 


pause 


Qeiierie teiRporaxiTiente un programa 


ni 


rpnrpspnta pl valor tt 

ICpiCDVTlUCl Cl V CllUl it 


plot 


ffenera una cråfica xv lineal 

>-»^" X LV X V4. W.X IW C~ X UllVU W XXX IV LXX 


pr int 


imDrirrie la ventana de c^rafiros 

1111L/1U1LV> J.W. VCILIILILU V*-*w- I11CL11CVJD 


cjuit 


tprnriina \/f att ar 

tCl 11 111 ICI lvl/\ 1 1_i/\D 




criiavHa v^fianlPQ pti nn arrnivn 

gtlClitlCl VClllClL^lCa Cl l HIL dl Cl LI V LI 


opnti 1 rjn"v 


p-pnpfa nna orafira lncr-linpal 

gCl LC1 Q Ul LCl glClllCCl iUll 111LCC11 


BeiUllOyy 


CPnPta nna oran r*a linoal lr»rr 
tcllcid LII Id gldllLd llllcdl-lOii 


s i ze 


r\ pfpvm i n a lac ri i m Pncinnoc rip filac \r rnlnmnac 
LIC LCI 11 111 Id ldt> LlIlIlclloHJIlCO Lic llldfc» y COlUJJLlliab 


subplot 


divide la ventana de ^rafiros en snhvpntanaQ 

Ul v iwt ICI VClLlulLd vLC fcl ullCUij Cl l ^5L1L' V Cl LLC11 IClJ 


title 


acresza un titulo a una eråfica 

X i—y *-* Vil I. ti l U.1V LII ItX ELI LillV.Lt 


who 


lista las varianlps pn mpmoria 

lliJVU 1C4.U7 ¥ UllHL/lCJ C1L 11 LC11 LU1 IQ 


whos 


lista las variables y sus tamanos en memoria 


xlabel 


agrega una leyenda de eje x a una gråfica 


ylabel 


agrega una leyenda de eje y a una gråfica 


zeros 


genera una matriz de ceros 



66 



CAR 2 EL ENTORNO Matlab 




1. Escoja nombres que le ayuden a recordar lo que se estå almacenando en la va- 
riable. 

2. Siempre incluya unidades y un titulo en las gråficas para fines de documen- 
tacion. 

3. Use la extension dat en los archivos de datos para distinguirlos de los archivos 
MAT y los archivos M. 

4. Use multiples instrucciones para calcular expresiones largas, haciéndolas mås 
comprensibles. 

5. Para comparar informacion de diferentes gråficas, use el comando axis para 
especificar que las gråficas tengan los mismos ejes. 
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)E DEPURACJéN 




1. Hasta que se sienta comodo asignando valores a una matriz, omita el signo de 
punto y coma después de una definicion de matriz a fin de que se exhiban los 
numeros. 

2. No use los nombres ioj para variablés en un programa que maneje numeros 
complejos. 

3. Pruebe una expresion complicada con valores sencillos para asegurarse de que 
entiende como se evalua. 

4. Agregue paréntesis extra, si es necesario, para asegurarse de que los cålculos se 
efectuen en el orden deseado. 

5. Recuerde que el logaritmo de un valor negativo o de cero no existe. 




Tablås de conversidn. En los problemas 1-10, exhiba las tablås especificadas 
usando el operador de transponer si es necesario. Incluya una cabecera de tablå y 
cabeceras de columna. Escoja un numero apropiado de posiciones decimales para los 
valores. 



1. Genere una tablå de conversiones de grados a radianes. La primera linea debe- 
rå contener los valores para 0°, la segunda deberå contener los valores para 10°, 
etc. La ultima linea deberå contener los valores para 360°. (Recuerde que radianes 

7T=180°.) 

2. Genere una tablå de conversiones de centimetros a pulgadas. Comience la co- 
lumna de centimetros en 0, con incrementos de 2 cm. La ultima linea deberå 
contener el valor de 50 cm. (Recuerde que 1 pulg = 2.54 cm) 

3. Genere una tablå de conversiones de mi/h a ft/s. Inicie la columna de mi/h en 
0, con incrementos de 5 mi/h. La ultima linea deberå contener el valor de 65 
mi/h. (Recuerde que 1 mi = 5280 ft) 
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Conversiones monetarias. Las siguientes conversiones monetarias aplican a 
los problemas 4-7: 

$1 = 5.045 francos (Fr) 

1 yen (Y) = $.0101239 

1.4682 marco alemån (DM) = $1 

4. Genere una tablå de conversiones de francos a dolares. Inicie la columna de los 
francos en 5 Fr, con incrementos de 5 Fr. Exhiba 25 lineas de la tablå. 

5. Genere una tablå de conversiones de marcos alemanes a francos. Inicie la co- 
lumna de marcos alemanes en 1 DM, con incrementos de 2 DM. Imprima 30 
Kneas de la tablå. 

6. Genere una tablå de conversiones de yenes a marcos alemanes. Inicie la colum- 
na de yenes en fbO Y y exhiba 25 lineas, de modo que la ultima linea contenga 
10000 Y. 

7. Genere una tablå de conversiones de dolares a francos, marcos alemanes y yenes. 
Inicie la columna en $1, con incrementos de $1. Imprima 50 lineas de la tablå. 

Conversiones de temperatura. Los siguientes problemas generan tablås de con- 
version de temperatura. Use las siguientes ecuaciones que dan las relaciones entre 
temperaturas en grados Fahrenheit (T F ), grados Celsius (T c ), grados Kelvin (T K ) y 
grados Rankin (T R ): 

T F = T R — 459.67 

T F = ! T c + 32 
9 

8. Genere una tablå con las conversiones de Fahrenheit a Kelvin para valores de 
0 °F a 200 °F. Permita al usuario especificar el incremento en grados F entre cada 
linea. 

9. Genere una tablå con las conversiones de Celsius a Rankin. Permita al usuario 
introducir la temperatura inicial y el incremento entre lineas. Imprima 25 lineas 
de la tablå. 

10. Genere una tablå con conversiones de Celsius a Fahrenheit. Permita al usuario 
introducir la temperatura inicial, el incremento entre lineas y el numero de li- 
neas de la tablå. 
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GRAN DESAFIO: 
Reconocimiento del habla 



La cabina de control de un avion a reaccion moderno tiene literalmente cientos de 
interruptores y medidores. Varios programas de investigacion lian estado estudiando ta 
factibilidad de usar un sisterna de reconocimiento del habla en la cabina que haga las 
veces de asistente del piloto. El sisterna respondena a solicitudes verbales del piloto 
pidiendo informacidn como la situacion del combustible o la altura. El piloto usaria 
palabras de un vocabulario pequeno que la eomputadora habra sido instruida para 
en tender. Ademas de en tender un conjunto selecto de palabras, el sisterna tendria que 
ser instruido empleando la voz del piloto que usaria el sisterna. Esta informacidn de 
instruccidn pødria almacenarse en un disquete e insertarse en la eomputadora al principio 
de un vuelo para que el sisterna pueda reconpcer al piloto actual. El sisterna de cdmputo 
también usaria smtesis de voz para responder a las solicitudes de informacidn del piloto, 



Funciones de Matlab 



3.1 Funciones matemåticas 

3.2 Funciones de anålisis de datos 

. 3.3 Instrucciones de seleccion y funciones de seleccion 
j 3.4 Resolucidn aplicada de problemas: Anålisis åe senales de voz 

3.5 Funciones escritas por el usuario 
I 3.6 Funciones de generacion de numeros aleatorios 
i 3.7 Funciones para manipular matrices 
[ 3.8 Ciclos 

| Resumen del capftulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
I Notas de estilo, Notas de depuracion, Problemas 

(• 



Objetivos 

Las operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir son las basicas entre las que usan los ingenie- 
ros y cientificos. Sin embargo, también necesitamos realizar otras operaciones rutinarias, como calcu- 
lar la raiz cuadrada de un valor, obtener la tangente de un ångulo o generar un numero aleatorio. Por 
ello, aqui presentaremos varias funciones para realizar cålculos, trabajar con valores complejos y 
generar numeros aleatorios. También estudiaremos instrucciones y funciones que nos permiten analizar 
o modificar valores selectos dentro de una matriz. Aunque Matlab contiene varios cientos de fun- 
ciones, habrå ocasiones en que querremos usar una funcion que no este incluida en Matlab; por 
tanto, mostraremos los pasos a seguir para escribir una funcion definida por el usuario. 
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3.1 Funciones matemåticas 



Las expresiones aritméticas a menudo requieren cålculos distintos de la surna, resta, 
multiplicacion, division y exponenciacion. Por ejemplo, muchas expresiones requie- 
ren el empleo de logaritmos, funciones trigonométricas, polinomios y numeros com- 
plejos. Matlab contiene varias funciones para realizar estos cålculos adicionales. Por 
ejemplo, si queremos calcular el seno de un ångulo y almacenar el resultado en b, 
podemos usar el siguiente comando: 9 

b = sin(angulo) ; 

La funcion sin supone que el argumento estå en radianes. Si el argumento contiene 
un valor en grados, podemos convertir los grados a radianes dentro de la referencia 
a la funcion: 

b = sin(angulo*pi/180) ; 

También podrfamos haber hecho la conversion en una instruccion aparte: 

angulo_radianes ■ angulo*pi/180; 
b = sin(angulo_radianes) ; 

Estas instrucciones son vålidas si anguio es un escalar o una matriz; si anguio es una 
matriz, la funcion se aplicarå elemento por elemento a los valores de la matriz. 

Ahora que hemos visto un ejemplo del uso de una funcion, resumiremos las 
Funcion reglas que lo rigen. Una funcion es una referencia que representa una matriz. Los 

argumentos o parametros de una matriz se colocan entre paréntesis después del nom- 
bre de la funcion. Una funcion puede tener cero, uno o muchos argumentos, depen- 
diendo de su definicion. Por ejemplo, pi es una funcion que no tiene argumentos; 
cuando usamos la referencia de funcion pi, el valor de n sustituye automåticamente 
la referencia a la funcion. Si una funcion contiene mås de un argumento, es muy 
importante dar los argumentos en el orden correcto. Algunas funciones también re- 
quieren que los argumentos esten en unidades especificas. Por ejemplo, las funciones 
trigonométricas suponen que los argumentos estån en radianes. En Matlab, algunas 
funciones usan el numero de argumentos para determinar el resultado de la funcion. 
Ademås, los nombres de funciones deben estar en minusculas. 

No podemos colocar una referencia de funcion a la izquierda de un signo de 
igual porque representa un valor y no una variable. Las funciones pueden aparecer a 
la izquierda de un signo de igual y en expresiones. Las referencias de funcion tam- 
bién pueden formår parte del argumento de otra referencia de funcion. Por ejemplo, 
la siguiente instruccion calcula el logaritmo del valor absoluto de x: 

log_x = log (abs (x)); 

Si se usa una funcion para calcular el argumento de otra funcion, hay que 
asegurarse de que el argumento de cada funcion esté encerrado en su propio juego de 
paréntesis. Este anidamiento de funciones también se llama composicidn de funciones. 
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A continuacion veremos varias categorias de funciones que se usan comun- 
mente en cålculos de ingenierfa. Presentaremos otras funciones en los capftulos res- 
tantes cuando tratemos los temas pertinentes. En el apéndice A hay tablås de las 
funciones comunes, lo mismo que en las dos ultimas paginas del texto. 



FUNCIONES MATEMÅTICAS COMUNES 

Las funciones matemåticas comunes incluyen funciones para calcular el valor abso- 
luto de un valor o la raiz cuadrada de un valor o para redondear un valor. He aqui 
una lista de estas funciones junto con descripciones breves. 



abs ( x ) Calcula el valor absoluto de x . 

sqr t ( x ) Calcula la raiz cuadrada de x . 

round(x) Redondea x al entero mås cercano. 

f ix(x) Redondea (o trunca) x al entero mås cercano a 0. 

f loor (x) Redondea x al entero mås cercano a -«>. 

ceii (x) Redondea x al entero mås cercano a oo. 

sign (x) Devuelve un valor de -1 si x es menor que 0, un valor de 0 si x 
es igual a 0 y un valor de 1 si x es mayor que 0. 

rem(x,y) Devuelve el residuo de x ly. Por ejemplo, r em (25, 4) es 1, y 
rem(ioo,2i) es 16. Esta funcion también se llama funcion 
mddulo. 

exp (x) Calcula e x , donde e es la base de los logaritmos naturales 

(aproximadamente 2.718282). 

log (x) Calcula ln x, el logaritmo natural de x con base e. 

logio (x) Calcula log 10 x, el logaritmo comun de x con base 10. 




Evalue las siguientes expresiones, y luego verifique sus respuestas introduciendo 
las expresiones en Matlab. 



1. round(-2.6) 2. fix(-2.6) 

3. floor(-2.6) 4. ceil(-2.6) 

5. sign(-2.6) 6. rem(15,2) 

7. floor(ceil(10.8) ) 8. Iogl0(100) + loglO(O.OOl) 

9. abs(-5:5) 10. round ( [ 0 : 0 . 3 : 2 , 1 : 0 . 75 : 4 ] ) 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS E HIPERBtfLICAS 

Funciones Las f unciones trigonométricas suponen que los ångulos se representan en radianes. 

trigonométricas Para convertir radianes a grados o grados a radianes, use las siguientes conversiones, 
que se basan en el hecho de que 180? = n radianes: 

angulo_grados = angulo_radianes* (180/pi) ; 
angulo_radianes = angulo_grados* (pi/180) ; 

He aqui una lista de las funciones trigonométricas con descripciones breves: 

sin (x) Calcula el seno de x, donde x estå en radianes 

cos (x) Calcula el coseno de x, donde x estå en radianes 

tan (x) Calcula la tangente de x, donde x estå en radianes. 

asin(x) Calcula el arcoseno o seno inverso de x, donde x debe estar 

entre -1 y 1. La funcion devuelve un ångulo en radianes entre 

-7i/2y7i/2. 

acos (x) Calcula el arcocoseno o coseno inverso de x, donde x debe estar 
entre -1 y 1. La funcion devuelve un ångulo en radianes entre 
0 y TC. 

atan(x) Calcula la arcotangente o tangente inversa de x. La funcion 
devuelve un ångulo en radianes entre -7c/2 y tc/2. 

atan2 (y, x) Calcula la arcotangente o tangente inversa del valor y/x. 

La funcion devuelve un ångulo en radianes que estå entre -n 
y 71, dependiendo de los signos de x y de y. 

Las demås funciones trigonométricas pueden calcularse usando las siguientes 
ecuaciones: 



sec (x) •■ 



1 



cos(x) 



esc (x) = 



sen(x) 



cot (x) = 



tan(x) 



arcsec (x) = arcos^jpara I x I >1 
arccsc (x) = arcsen^i j para I x I > 1 



arccot (x) = arccos 



a/TT": 



SEC. 3.1 FUNCIONES MATEMÅTICAS 



73 



Escriba comandos Matlab para calcular los siguientes valores, suponiendo que 
todas las variables sean escalares: 

1 . Movimiento unif ormemente acelerado: 



movimiento = V vi 2 + 2 • a • x 
Frecuencia de oscilacion eléctrica: 

frecuencia= 1 



3. Alcance de un proyectil: 



alcance = 2vi 2 



sen(b) - cos(b) 
g 



4. Contraccion longitudinal: 
longitud -k yi-^) 2 

5. Volumen de un anillo de filete: 



volumen = 2nx 2 jjl -jj ■ y -^0.8333 — j • xj 

Distancia del centro de gravedad a un piano de referenda en un sector de 
cilindro hueco: 

38.1972 • (r 3 -s 3 ) sen a 

centro = 7-5 — 

(r 2 - s 2 ) - a 



Funciones Las f unciones hiperbdlicas son funciones de la funcion exponencial natural, e*; 

hiperbolicas i as funciones hiperbolicas inversas son funciones de la funcion de logaritmo natural, 

ln x. Matlab incluye varias funciones hiperbolicas, como se muestra en estas breves 

descripciones: 

sinh(x) Calcula el seno hiperbolico de x, que es igual a: 

e -e~ x 



2 
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cosh(x) Calcula el coseno hiperbolico de x, que es igual a: 



tanh(x) Calcula la tangente hiperbolica de x, que es igual a: 
senh x 
cosh x 

asinh(x) Calcula el seno hiperbolico inverso de x, que es igual a: 
ln(x + V x 2 + 1 ). 

acosh(x) Calcul a el cos eno hiperbolico inverso de x, que es igual a: 
ln(x + Vx 2 - 1 ) para x mayor o igual que 1. 

atanh(x) Calcula la tangente hiperbolica inversa de x, que es igual a: 

ln J~^~para I x I < 1. 

Las demas funciones hiperbolicas e hiperbolicas inversas se pueden calcular 
usando las siguientes ecuaciones: 

cosh x n 

coth x 7— para x * 0 

senh x r 



sech x = 

csch x - 



1 



cosh x 
1 

senh x 



acoth x = ln J X ~*^ para I x I > 1 
asech x = ln r + ^ ^ — — J para 0 < x < 1 



acsch*-ln£- +iI ±2 



Escriba expresiones Matlab para calcular los siguientes valores. (Suponga que x 
es un escalar y que su valor estå en el intervalo de valores correcto para los 
cålculos.) 

1. coth x 2. sec x 

3. esc x 4. acoth x 

5. asech x 6. acsc x 
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TABLÅ 3.1 Operaciones aritméticas con numeros complejos 



Operacion 



Resultado 




(a x + a 2 ) + i(b x + b 2 ) 
(«! - a 2 ) + i(b x - b 2 ) 





V a* + b t 2 (magnitud o valor absoluto de c,) 
Aj - ib x (conjugado de 



Numero 
complejo 




suponga que c t a a + y c 2 = a 2 + $ 2 .) 



FUNCIONES DE NUMEROS COMPLEJOS 

Los numeros complejos son necesarios para resolver muchos problemas en cienciase 
ingenieria. Recuerde que un numero complejo tiene la forma a + ib, donde / es V -1, 
a es la parte real del valor y b es la parte imaginaria del valor. La tablå 3.1 es un 
repaso de los resultados de las operaciones aritméticas entre dos numeros complejos. 

Una de las ventajas de usar Matlab para cålculos de ingenieria es su facilidad 
para manejar numeros complejos. Un numero complejo se almacena como dos nume- 
ros reales (que representan la parte real y la parte imaginaria) en Matlab. Los coman- 
dos Matlab también suponen que i representa V -1, a menos que se haya dado a i 
un valor distinto. (Matlab también reconoce el uso de j para representar V^L Esta 
notacion es de uso comun en ingenieria eléctrica.) Ast el siguiente comando define 
una variable compleja x: 

x = 1 - i*0.5; 

Cuando realizamos operaciones entre dos numeros complejos, Matlab auto- 
måticamente realiza los cålculos necesarios, como se bosqueja en la tablå 3.1. Si se 
realiza una operacion entre un numero real y uno complejo, Matlab supone que la 
parte imaginaria del numero real es 0. Tenga cuidado de no usar el nombre ioj para 
otras variables en un programa en el que también se usen numeros complejos; los 
nuevos valores sustituirån al valor de V^-T y podrian causar muchos problemas. 

Coordenadas rectangulares y polares. Podemos visualizar el sisterna de nume- 
ros complejos como un piano con un eje real y uno imaginario. Los numeros reales 
(los que no tienen parte imaginaria) representan el eje x-, los numeros imaginarios (los 
que no tienen parte real) representan el eje y; y los numeros que tienen tanto parte 
real como imaginaria representan el resto del piano. Asi, el sisterna de numeros reales 
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eje imaginario 



H h 



3 -- 
2 

1 | / s 



(2, 3) = (a,« 



-H— l i 1- 

12 3 4 



eje real 



Figura 3.1 Piano complejo. 



(con el que estamos mås familiarizados) es un subconjunto del sisterna de niimeros 
complejos. Cuando representamos un numero complejo con una parte real y una 
parte imaginaria, como en 2 + f3, estamos usando notacidn rectangular. En la figura 
3.1 vemos que un numero complejo podria describirse también con un ångulo Øy un 
radio r relativ© al origen. Esta forma de denomina notacidn polar, y el punto 2 + i3 
puede representarse en notacion polar con un ångulo de .98 radianes y un radio de 
3.6. Estudiando la figura 3.1 es fåcil determinar las siguientes relaciones para realizar 
conversiones entre coordenadas rectangulares y polares. 
Conversion rectangular a polar: 

r = Va 2 + fc 2 ,0 = tan- 1 - 
a 

Conversion polar a rectangular: 
a = r cos Q,b = r sen 6 

Matlab incluye varias funciones que son especificas para niimeros complejos y 
sus conversiones: 

con j (x) Calcula el conjugado complejo del numero complejo x. Por tan- 

to, si x es igual a a + ib, conj (x) es igual a a - ib. 
real (x) Calcula la porcion real del numero complejo x. 
imag (x) Calcula la porcion imaginaria del numero complejo x. 
abs (x) Calcula el valor absoluto o magnitud del numero complejo x. 

angle (x) Calcula el ångulo USando el valor de atan2 ( imag (x) , 

real (x) ) ; asi, el valor del ångulo estå entre -n y n. 
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Fdrmula de Euler. Para deducir algunas propiedades importantes de los nume- 
ros complejos necesitamos las siguientes representaciones de serie de Maclaurin, 
que por lo regular se ven en los cursos de cålculo: 



.5 



X* x 

senx = x~~ +— 

3! 5! (3.1) 

COS X = 1 +-77 

2! 4! (3.2) 

X 2 x 3 

2! 3! (3,3) 
Ahora, sea x el valor imaginario ib. Entonces, por la Ec. (33) tenemos: 

c 1 ^ ft/ ^ 2! 3! 4! 5! 

t b 2 Jb*b* Jb 5 

2! 3! 4! 5! (3.4) 

Ahora separamos la surna infinita de la Ec. (3.4) en dos partes, obteniendo: 

* L b 2 b* \ b* b 5 \ 

^ = [ 1 -2T + 4!--t< fc -3! + 5!--j (3 . 5 ) 

Por ultimo, sustituimos las su mas infinitas de las Ecs. (3.1) y (3.2) en la Ec. (3.5) para 
obtener: 

Formula La Ec. (3.6) es una formula muy importante llamada fdrmula de Euler. Esta formula 

de Euler se usa con f re cuencia, asi como estas dos formulas adicionales que se pueden deducir 

de ella: 

e ie„ e -ie 
sen 0= — — 

2i (3.7) 
cos 0 = — — 



2 (3.8) 
Usando la formula de Euler, podemos expresar un numero complejo en forma 
de coordenadas rectangulares o en forma polar. Esta relacion se deduce como sigue: 

a + ib = (r cos 0) + i (r sen 0) 

= r (cos 0 + i sen 0). (3.9) 

Ahora usamos las Ecs. (3.7) y (3.8) en la Ec. (3.9) para obtener: 

a + ib - ré 0 (3.10) 

donde, 

r « V a 2 + b 2 , 0 = tan" 1 ^; a = r cos 0, fr = r sen 0 

Ast podemos representar un numero complejo ya sea en forma rectangular (a + ib) o 
en forma exponencial {ré 9 ). 
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Convierta los valores complejos de los problemas 1-4 a la forma polar. Luego veri- 
fique sus respuestas usando funciones Matlab. 



1. 3-/2 2. -i 

3. -2 4. 0.5 + / 

Convierta los valores exponenciales complejos de los problemas 5-8 a forma 
rectangular. Verifique sus respuestas usando funciones Matlab. 

5. é 6. e i0J5K 

7. 0.5e i23 8. 3.5^ 



Graficas polares. Los datos a veces se representan con valores complejos, que 
pueden considerarse como un ångulo y una magnitud. Por ejemplo, si medimos la 
intensidad de luz alrededor de una fuente de luz, podriamos representar la informa- 
tion con un ångulo desde un eje fijo y una magnitud que representa la intensidad. 
Grafica polar Para graficar datos complejos, tal vez querramos usar una graf ica polar en lugar de 
graficar la informacion de magnitud y fase por separado. El comando Matlab para 
generar una grafica polar de los vectores theta y r es el siguiente: 

polar (theta, r) Genera una grafica polar de los ångulos theta (en radia- 
nes) versus las magnitudes r. 

El comando polar (r) Genera una grafica usando los indices del vector r como los 
valores de 0. 

A fin de ilustrar el uso de la funcion polar, suponga que deseamos generar 
puntos en una curva con radio creciente. Podriamos generar valores de ångulo desde 
0 hasta 2n, y el radio correspondiente que aumenta de 0 a 1. La figura 3.2 contiene 
una grafica polar generada con las siguientes instrucciones: 

theta = 0:2*pi/100:2*pi; 
r = theta/(2*pi); 

polar (theta, r) , title < 'Graf ica polar') 



FUNCIONES POLINOMICAS 

Polmomio Un polinomio es una funcion de una sola variable que se puede expresar en la si- 
guiente forma general, 

f(x) = a Q x N + + a 2 x N - 2 + • • • + a N _ 2 x 2 + x + a N 




donde la variable es x y los coef icientes del polinomio se representan con los valores 
Grado de a v etc. El grado de un polinomio es igual al valor mås alto empleado como 

exponente. Por tanto, la forma general de un polinomio cubico (grado 3) es: 

g(x) = a Q x 3 + a 1 x 2 + a 2 x + a 3 

y un ejemplo especifico de un polinomio cubico es: 

h(x) = x*-2x 2 + 0.5* -6.5. 

Observe que, en la forma general, la surna del subindice del coeficiente y el exponen- 
te de la variable da el grado del polinomio. 

Los polinomios ocurren con frecuencia en aplicaciones de ciencias e ingenieria 
porque suelen ser buenos modelos para representar sisternas fisicos. En esta seccion 
veremos la evaluacion de polinomios y los cålculos con polinomios. Si a usted le 
interesa modelar un conjunto de datos empleando un modelo polindmico, consulte 
el capitulo 6, donde hablamos de ajuste de curvas. 
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Evaluacidn de polinomios. Hay varias formas de evaluar un polinomio para 
un conjunto de valores usando Matlab. Como ilustracion, considere el siguiente 
polinomio: 

f(x) = 3x*-0.5x 3 + x-5.2 

Si queremos evaluar esta funcion para un valor escalar que estå almacenado en x, 
podemos usar operaciones escalares como se muestra en este comando: 

f = 3*xM - 0.5*x*3 + x - 5.2; 

Si x es un vector o una matriz, necesitaremos especificar operaciones de arreglo o de 
elemento por elemento: 

f = 3*x.M - 0.5*x. A 3 + x - 5.2; 

El tamano de la matriz f sera el mismo que el de la matriz x. 

Los polinomios también pueden evaluarse usando la funcion poiyvai: 

poiyvai ( a , x ) Evalua un polinomio con coef icientes a para los valores que 
estån en x. El resultado es una matriz del mismo tamano 
que x. 

Asi, podemos usar los siguientes comandos para evaluar el polinomio del pårrafo 
anterior, si el vector a contiene los coeficientes del polinomio: 

a = [3,-0.5,0,1,-5.2] ; 
f = poiyvai (a, x) ; 

Estos comandos también podrian combinarse en uno solo: 

f = plyval< [3,-0.5,0,1,-5.2] , x) ; 

Suponga que queremos evaluar el siguiente polinomio dentro del intervalo [0,5]: 
g(x) = - x 5 + 3x 3 - 2.5x 2 - 2.5 

La siguiente referencia poiyvai generarå y graficarå 201 puntos del polinomio den- 
tro del intervalo deseado: 

x = 0:5/200:5; 

a = [-1,0,3,-2.5,0,-2.5] ; 

g = poiyvai (a, x) ; 

plot (x, g) , title ( ■ Funci6n polin6mica ■ ) 

Operaciones de polinomios. Si suponemos que los coeficientes de dos polino- 
mios estån almacenados en los vectores a y b, podremos realizar cålculos con 
polinomios usando a y b. Por ejemplo, si queremos sumar polinomios, sumamos los 
coeficientes de los términos similares. Es decir, los coeficientes de la surna de dos 
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polinomios son las sumas de los coeficientes de los dos polinomios. Cabe senalar que 
los vectores que contienen los coeficientes de los polinomios deben ser del mismo 
tamano para poderlos sumar. Como ilustracion, suponga que deseamos efectuar la 
siguiente surna de polinomios: 

g(x) = x A -3x 2 -x + 2.4 
h(x) = 4x 3 - 2x 2 + 5x - 16 
s(x) = g(x) + h(x) 

Las instrucciones Matlab para realizar esta surna son: 

g = [1,0,-3,-1,2.4]; 
h = [0,4,-2,5,-16]; 
s = g + h; 

Como esperåbamos, el valor de s es [1, 4, -5, 4, -13.6]. 

Los coeficientes del polinomio que representa la diferencia entre dos polinomios 
se pueden calcular de forma similar. El vector de coeficientes de la diferencia se calcula 
restando los dos vectores de coeficientes de polinomios. Una vez mås, el tamano de 
los dos vectores de coeficientes tendria que ser el mismo. 

Podemos especificar un multiplo escalar de un polinomio multiplicando el vector 
de coeficientes del polinomio por el escalar. Asi, si queremos especificar el siguiente 
polinomio, 

g(x) = 3f(x) 

podemos representar g(x) con la matriz de coeficientes que es un escalar multiplica- 
do por el vector de coeficientes de/(x). Si f(x) = 3x 2 ~6x + l, el vector de coeficientes g 
podrå calcularse como sigue: 

f = [3,-6,1]; 
g = 3*f; 

Desde luego, el escalar puede ser positivo o negativo. 

Multiplicar dos polinomios es mås complicado que sumar o restar dos 
polinomios porque se generan y combinan varios términos. De forma similar, dividir 
dos polinomios es un proceso tedioso porque debemos multiplicar y restar polinomios. 
Matlab contiene funciones para realizar multiplicacion y division de polinomios: 

conv(a,b) Calcula un vector de coeficientes que contiene los 

coeficientes del producto de los polinomios representa- 
dos por los coeficientes contenidos en a y en b. Los 
vectores a y b no tienen que tener el mismo tamano. 

[q, r ] = deconv (n, d) Devuelve dos vectores. El primero contiene los coefi- 
cientes del cociente y el segundo contiene los coeficien- 
tes del polinomio que es el residuo. 

A fin de ilustrar el uso de las funciones conv y deconv para la multiplicacion y 
division de polinomios, consideremos el siguiente producto de polinomios: 

g(x) = (3x 3 - 5x 2 + 6x - 2)(x 5 + 3x* - x 2 + 2.5) 
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Podemos multiplicar estos polinomios usando la funcion conv de esta manera: 

a = [3,-5,6,-2] ; 

b = [1,3,0,-1,0,2.5]; 

g = conv(a,b) ; 

Los valores que estån en g son [3, 4, -9, 13, -1, 1.5, -10.5, 15, -5], que representan el 
siguiente polinomio: 

g(x) = 3x s + 4x 7 - 9x 6 + 13x 5 - x 4 + 1.5x 3 - 10.5a: 2 + 15* - 5 

Podemos ilustrar la division de polinomios usando los polinomios anteriores: 



Esta division polinomica se especifica con estos comandos: 

g = [3,4,-9,13,-1,1.5,-10.5,15,-5]; 
b = [1,3,0,-1,0,2.5]; 
[q,r] = deconv (g,b); 

Como esperåbamos, el vector de coeficientes del cociente es [3, -5, 6, -2], que 
representa el polinomio cociente 3X 3 - 5x 2 + 6x - 2, y el vector del residuo contiene 
ceros. 

Varias aplicaciones de ingenieria requieren expresar el cociente de dos polino- 
mios como una surna de fracciones polinomicas. En el capitulo 10 veremos técnicas 
para la expansion de fracciones parciales de un cociente de dos polinomios. 



Suponga que se han dado los siguientes polinomios: 

f x {x) = x*-?>x*-x + 3 
f 2 (x) - x 3 - 6x 2 + 12* - 8 
f 3 (x) = x 3 - 8x 2 + 20* - 16 
/ 4 (x) = x 3 - 5x 2 + lx - 3 
f 5 (x) = x-2 

Grafique cada una de las siguientes funciones en el intervalo [0,4]. Use funciones 
Matlab con vectores de coeficientes de polinomios para evaluar las expresiones. 



h(x) = 



3a 8 + 4x 7 - 9x 6 + 13X 5 - x 4 + 1.5a 3 - 10.5* 2 + 15x - 5 
x 5 + 3x*-x 2 + 2.5 




i. m 

3. 3f 5 (x)+f 2 (x)-2f 3 (x) 
5. f 4 (x)/(x-l) 



2. f 2 (x)-2f 4 (x) 

4. f,{x)*fp) 

6- fp)*f 2 (x)lf 5 (x) 
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Rakes de polinomios. La resolucion de muchos problemas de ingenieria im- 
plica obtener las rafces de una ecuacion de la forma: 

Rakes donde las rakes son los valores de x para los que y = 0. Entre los ejemplos de aplica- 

ciones en las que necesitamos obtener las rakes de ecuaciones incluyen el diseno del 
sisterna de control para un brazo robotico, el diseno de resortes y amortiguadores 
para automoviles, el anålisis de la respuesta de un motor y el anålisis de la estabili- 
dad de un filtro digital. 

Si la funcion/(x) es un polinomio de grado N, entonces/(x) tiene exactamenteN 
rakes. Esas N rakes pueden contener rakes multiples o rakes complejas, como se 
mostrarå en los siguientes ejemplos. Si suponemos que los coeficientes (a^ a v . . .) del 
polinomio son valores reales, todas las rakes complejas siempre ocurriran en pares 
conjugados complejos. 

Si un polinomio se factoriza obteniendo términos lineales, es fåcil identificar 
las rakes del polinomio igualando cada término a 0. Por ejemplo, considere la si- 
guiente ecuacion: 

f(x) = x 2 + x - 6 
= (x - 2)(x + 3) 

Entonces, si f(x) = 0, tenemos lo siguiente: 

(*;- 2)(x + 3) = 0 

Las rakes de la ecuacion, que son los valores de x para los que/(x) = 0, son x = 2 
y x = -3. Las rakes también corresponden al valor de x donde el polinomio cruza el 
eje x, como se muestra en la figura 3.3. 

Un polinomio cubico tiene la siguiente forma general: 

f(x) = a Q x 3 + a x x 2 + a 2 x + a 3 

Como el polinomio cubico tiene grado 3, tiene exactamente tres rakes. Si suponemos 
que los coeficientes son reales, las posibilidades para las rakes son las siguientes: 



Polinomio cuadråtico 




x 



Figura 3.3 Polinomio con dos rakes reales. 
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3 raices reales distintas 

1 raiz real con multiplicidad de 3 

1 raiz real simple y 1 raiz real con multiplicidad de 2 

1 raiz real y un par conjugado complejo de raices. 

He aqui algunos ejemplos de funciones que ilustran estos casos: 



fli*) 


= (x-3)(x + l)(x-l) 




= x 3 -3x 2 -x + 3 




= (x-2f 




= ^ - 6jc 2 + 12x - 8 


f 3 (*) 


= (x + 4)(x-2f 




= x 3 - 12x + 16 


fM) 


= (x + 2)(x-(2+i))(x-(2-0) 




= x 3 -2x 2 -3x + 10 



La figura 3.4 contiene gråficas de estas funciones. Observe que las raices reales 
corresponden a los puntos donde la funcion cruza el eje x. 
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Es relativamente f åcil determinar las raices de grado 1 o 2 igualando el polinomio 
a 0 y despejando x. Si no se puede factorizar fåcilmente un polinomio de segundo 
grado, se puede usar la ecuacidn cuadratica para obtener las dos raices. En el caso de 
polinomios de grado 3 o superior, puede ser dificil determinar las raices de los poli- 
nomios a mano. Existen varias técnicas numéricas para determinar las raices de po- 
linomios; algunas de ellas, como la busqueda incremental, el método de biseccion y 
la técnica de posicion falsa, identifican las raices reales buscando puntos en los que la 
funcion cambia de signo, porque esto indica que la funcion cruzo el eje x. Podemos 
usar otras técnicas, como el método de Newton-Raphson, para obtener raices com- 
plejas. 

La funcion Matlab para determinar las raices de un polinomio es la funcion 
roots: 

roots (a) Determina las raices del polinomio representado por el vector de 
coeficientes a. 

La funcion roots devuelve un vector de columna que contiene las raices del polinomio; 
el numero de raices es igual al grado del polinomio. A fin de ilustrar el uso de esta 
funcion, suponga que nos interesa determinar las raices de este polinomio: 

j{x) = x 3 -2x 2 -3x + l0 

Los comandos para calcular e imprimir las raices de este polinomio son: 

p = [1,-2,-3,10] ; 
r = roots (p) 

Estos dos comandos también podrian combinarse en uno solo: 

r = roots( [1, -2, -3, 10] ) 

Los valores que se imprimen son 2 + i, 2 - i y -2. Podemos verificar que estos valores 
son raices evaluando el polinomio en las raices y observando que su valor es pråcti- 
camente 0: 

polyval([l,-2,-3,10],r) 

Si tenemos las raices de un polinomio y queremos determinar los coeficientes 
del polinomio cuando se multiplican todos los términos lineales, podemos usar la 
funcion poly: 

poiy(r) Determina los coeficientes del polinomio cuyas raices estån con- 
tenidas en el vector r. 

La salida de la funcion es un vector de fila que contiene los coeficientes del polinomio. 
Por ejemplo, podemos calcular los coeficientes del polinomio cuyas raices son -1, 1 y 
3 con la siguiente instruccion: 
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a = poly( [-1,1,3] ); 

El vector de fila a es igual a [1, -3, -1, 3], como esperåbamos, porque ésta es una de 
las funciones de ejemplo que ya vimos en esta seccion. 



Determine las raices reales de los siguientes polinomios. Luego grafique cada po- 
linomio en un intervalo apropiado a fin de verificar que cruza el eje x en las posi- 
ciones de las raices reales. 



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 



- v2 - 2x + 2 

4 -llx 3 +27x 2 + 10* -24 



g x (x) = x 3 - 5x 2 + 2x + 8 
g 2 (x) = x 2 + 4x + 4 

g (x) = x 5 — 3x' 
g 5 (x) = x 5 - 4x 4 - 9x 3 + 32x 2 + 2Sx - 48 
g 6 (x) - x 5 + 3x 4 - 4x 3 - 26x 2 - 40x - 24 
g 7 (x) = x 5 - 9x A + 35x 3 - 65x 2 + 64^: - 26 
g (x) = x 5 - 3x 4 + 4x 3 - 4x + 4 



FUNCIONES DE DOS VARIABLES 

Matlab contiene varias funciones disenadas especificamente para evaluar y graficar 
funciones de dos variables. Primero estudiaremos la evaluacion de funciones de dos 
variables; luego veremos las graf icas tridimensionales y de contorno de las funciones 
resultantes. 

Evaluacion de funciones. Recuerde que la evaluacion de una funcion de una 
variable, como/(x), implica calcular un vector de valoresx, y luego calcular un vector 
correspondiente de valores de la funcion como se ilustra con las siguientes instruc- 
ciones: 

x = 0:0.1:5; 

f = 2*x.*2 ~ 3*x + 2; 

Retfcula Fara evaluar una funcion f{x,y) de dos variables, primero definimos una reticula 

bidimensional bidimensional en el piano xy, A continuacion evaluamos la funcion en los puntos de 
la reticula para determinar puntos en la superf icie tridimensional. Este proceso se 
ilustra en la figura 3.5 que muestra una reticula subyacente de valores xy con los 
correspondientes valores de z que representan los valores de la funcion. 

Definimos una reticula bidimensional en el piano xy en Matlab usando dos 
matrices. Una matriz contiene las coordenadas x de todos los puntos de la reticula, y 
la otra contiene las coordenadas y de todos los puntos de la reticula. Por ejemplo, 
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supongamos que queremos definir una reticula en la que la coordenada x vane de -2 a 
2 en incrementos de 1 y la coordenada y vane de -1 a 2 en incrementos de 1. Esta 
reticula es similar a la reticula subyacente de la figura 3.5. La matriz correspondiente 
de valores x de la reticula es la siguiente: 

-2-1012 
-2-10 1 2 

-2-10 1 2 

-2-10 1 2 

La matriz correspondiente de valores y de la reticula es esta matriz: 
-1 -1 -1 -1 -1 
0 0 0 0 0 

11111 
2 2 2 2 2 

Asi, el punto de la esquina superior izquierda de la reticula tiene coordenadas (-2, -1) 
y el punto de la esquina inferior derecha de la reticula tiene coordenadas (2, 2). 

La funcionmeshgrid genera las dos matrices que definen la reticula subyacente 
para una funcion bidimensional. 



[x_grid, y_grid] = meshgrid(x,y) Genera dos matrices de tamano n x 

m, con base en los valores de los 
vectores x y y que contiene m-valores 
y n-valores, respectivamente. 
La matriz x_grid contiene los valores 
de x repetidos en cada fila, y la 
matriz y_grid contiene los valores 
de y repetidos en cada columna. 
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Asi, para generar las dos matrices descritas en la pagina anterior, podriamos usar las 
siguientes instrucciones: 

x = -2:2; 
y = -1:2; 

[x_grid, y_grid] = meshgrid(x,y) ; 

Una vez definidas las matrices de la reticula subyacente, podremos calcular los 
valores correspondientes de la funcion. Por ejemplo, suponga que deseamos evaluar 
la siguiente funcion para la reticula subyacente que acabamos de definir: 

Los valores correspondientes de la funcion se pueden calcular y almacenar en una 
matriz z de cuatro filas y cinco columnas con estas instrucciones: 

z = l./(l + x_grid. A 2 + y_grid. A 2); 

Puesto que las operaciones son elemento por elemento, el valor de la matriz z que 
tiene submdices (1, 1) se calcula usando los valores que estan en x_grid<i, i) yen 
y_grid(i, i), y asi sucesivamente. Observe que no se requieren ciclos para calcular 
todos los valores de z. Un error comun al calcular los valores de una funcion de dos 
variables es usar los vectores x y y, en lugar de los valores de la reticula subyacente 
que estan en x_grid y en y_grid. 



Graficas tridimensionales. Hay varias formas de graficar una superficie 
tridimensional con Matlab. En esta explicacion presentaremos dos tipos de graficas: 
Gråfica la graf ica de malla y la gråfica de superficie. Una gråfica de malla tiene una cuadricula 

de malla abierta como se aprecia en la figura 3.6, mientras que una gråfica de superficie tiene 

una cuadricula sombreada como la de la figura 3.7. A continuacion describimos las 
variaciones de los comandos Matlab para generar estas graficas: 

mesh(x_pts,y_pts, z) Genera una gråfica de cuadricula abierta de la 

superficie definida por la matriz z. Los argumen- 
tas x__pts y y_pts pueden ser vectores que definen 
los intervalos de valores de las coordenadas x y y, 
o bien matrices que definen la reticula subyacente 
de coordenadas x y y. 

surf (x_pts,y_pts, z) Genera una gråfica de cuadricula sombreada de la 

superficie definida por la matriz z. Los argumen- 
tos x_pts y y_pts pueden ser vectores que definen 
los intervalos de valores de las coordenadas x y y, 
o bien matrices que definen la reticula subyacente 
de coordenadas xyy. 
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Gråfica de malla 





Las instrucciones que generaron las gråficas de las figuras 3.6 y 3.7 son éstas: 

x = -2:0.1:2; 
y = -1:0.1:2; 

[x_grid, y_grid] = meshgrid(x,y) ; 
z = l./(l + x_grid. A 2 + y_grid. A 2); 
subplot (2, 1,1) ,mesh(x_grid,y_grid, z) , . . . 

title ( 1 Gråfica de malla ' ) , xlabel ( ' x 1 ) , . . . 

ylabel ( 1 y ' ) , zlabel ( ' z ' ) , pause 
subplot (2, 1,1), surf (x_grid,y_grid, z) 

title (' Graf ica de superf icie ')/ xlabel (' x '),.. . 

ylabel ( ' y ' ) , zlabel ( ' z 1 ) 

Observe que los argumentos x_grid y y_grid podrian haber sido sustituidos por x y y. 

Una vez que sienta que ha adquirido soltura usando los comandos mesh y surf, 
utilice la funcion he lp para conocer las opciones adicionales de estos comandos y 
también las funciones view (para especificar el punto de vista) y coiormap (para espe- 
cificar las escalas de color). 
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Mapa de Gråficas de contorno. Un mapa de contorno es en esencia un mapa de eleva- 

contorno c ^ n q Ue con tiene un grupo de Kneas que conectan elevaciones iguales. Podemos 

imaginar una linea que conecta puntos con la misma elevacion como un corte del 
terreno a esa elevacion. Si tenemos un mapa con muchas lineas que muestran dife- 
rentes elevaciones, podemos determinar donde estån las montanas y los valles. Un 
mapa de contorno se genera a partir de datos de elevacion tridimensionales, y puede 
ser generado por Matlab usando matrices que definen el intervalo de coordenadas x 
yyy los datos de elevacion (coordenadaz). A continuacion describimos dos variacio- 
nes del comando contour y una variacion relacionada del comando mesh: 

contour (x,y, z ) Genera una gråfica de contorno de la superficie 

^ definida por la matriz z. Los argumentos x y y son 
\^ vectores que definen los intervalos de valores de las 
„ v , ^coordenadas x y y. El numero de lineas de contorno 

JC *\J i' J 

Y * * y sus valores se escogen automåticamente. 

contour (x, y, z , v) Genera una gråfica de contorno de la superficie 

definida por la matriz z. Los argumentos x y y son 
vectores que definen los intervalos de valores de las 
coordenadas x y y. El vector v define los valores que 
se usarån para las lineas de contorno. 

meshc (x_pts,y_pts, z) Genera una gråfica de cuadricula abierta de la 

superficie definida por la matriz z. Los argumentos 
x_pts y y_pts pueden ser vectores que definen los 
intervalos de valores de las coordenadas xyy,o 
pueden ser matrices que definen la reticula subyacen- 
^ te de coordenadas x y y. Ademås, se genera una 
gråfica de contorno debajo de la gråfica de malla. 

Los siguientes comandos generan las gråficas que se muestran en las figuras 3.8 y 3.9, * 
suponiendo que las matrices x, y, x_grid, y„gr id y z se definen usando las instruc- 
ciones Matlab anteriores: 



Gråfica de contorno 




Figura 3.8 Gråfica de contorno de unafuncidn de dos variables. 
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-1 -2 



Figura 3.9 Grdfica de malla/contorno de una funcion de dos variables. 



subplot (2, 1, 1) , contour(x,y, z) , 

title ( ■ Graf ica de contorno ' ) ,xlabel ( • x 1 ) , 

ylabel < 'y * ) , grid, pause, cif 
meshc (x_grid,y_grid, z) , . . . 

title ( ' Graf ica de malla/contorno ' ) , xlabel ( ' x ' ) , . . . 

ylabel ( *y ' ) , zlabel ( ' z ' ) 

Una vez que haya adquirido cierto dominio usando el comando contour, use la 
funcion heip para aprender a usar otras opciones de estos comandos y la funcion 
contour3 (para trazar gråficas de contorno tridimensionales). 



3.2 Funciones de anålisis de datos 



Matlab contiene varias funciones que facilitan la evaluacion y anålisis de datos. Pri- 
mero presentaremos varias funciones de anålisis sencillas, y luego veremos funcio- 
Métricas nes que calculan medidas mås complejas, o métricas, relacionadas con un conjunto 

de datos. 

ANÅLISIS SIMPLE 



Los siguientes grupos de funciones se utilizan con frecuencia para evaluar un con- 
junto de datos recabados de un experimento. 
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Måximo y mmimo. Este conjunto de funciones puede servir para determinar 
måximos y minimos y sus posiciones. Tome nota de que las funciones max y min 
pueden especificar una salida o dos. 

max (x) Determina el valor mås grande contenido en x. Si x es 

una matriz, la funcion devuelve un vector de fila que 
contiene el elemento måximo de cada columna. 

ty , k] = max (x) Determina los valores måximos de x y los indices 

correspondientes del primer valor måximo de cada 
columna de x. 

max (x, y ) Determina una matriz con el mismo tamano que xyy. 

Cada elemento de la matriz contiene el valor måximo 
de las posiciones correspondientes en x y y. 

min (x) Determina el valor mås pequeno contenido en x. Si x es 

una matriz, la funcion devuelve un vector de fila que 
contiene el elemento minimo de cada columna. 

[y,k] = min (x) Determina los valores minimos de x y los indices correspon- 

dientes del primer valor minimo de cada columna de x. 

min (x, y ) Determina una matriz con el mismo tamano que xyy. 

Cada elemento de la matriz contiene el valor minimo de 
las posiciones correspondientes en x y y. 

Sumas y productos. Matlab contiene funciones para calcular las sumas y pro- 
ductos de las columnas de una matriz, y funciones para calcular las sumas y produc- 
tos acumulativos dentro de las columnas de una matriz. 

sum(x) Determina la surna de los elementos de x. Si x es una 

matriz, esta funcion devuelve un vector de fila que 
contiene la surna de cada columna. 

prod (x) Determina el producto de los elementos de x. Si x es una 

matriz, esta funcion devuelve un vector de fila que 
/ contiene el producto de cada columna. 

cumsum(x) Determina un vector del mismo tamano que x que 

contiene sumas acumulativas de valores de x. Si x es 
una matriz, la funcion devuelve una matriz del mismo 
tamano que x y que contiene sumas acumulativas de 
valores de las columnas de x. 

cumprod (x) Determina un vector del mismo tamano que x que 

contiene productos acumulativos de valores de x. Si x es 
una matriz, la funcion devuelve una matriz del mismo 
tamano que x y que contiene productos acumulativos de 
valores de las columnas de x. 

Media Media y mediana. La media de un grupo de valores es el promedio. Se usa la 

letra griega \i (mu) para representar el valor medio, como se muestra en la siguiente 
ecuacion que usa notacion de sumatorias para definir la media: 
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N 
k=l 

N 



(3.11) 



N 

donde = x l + x 2 + • • * + x N . 

k = i 



Mediana ^a m ediana es el valor que estå a la mitad del grupo, suponiendo que los valores 

estån ordenados. Si hay un numero impar de valores, la mediana es el valor que estå 
en la posicion media. Si el numero de valores es par, la mediana es el promedio de los 
dos valores que estan en medio. 

Las funciones para calcular la media y la mediana son las siguientes: 

mean (x) Calcula el valor medio (o promedio) de los elementas del 

vector x. Si x es una matriz, esta funcion devuelve un 
vector de fila que contiene el valor medio de cada columna. 

median (x) Determina la mediana de los elementos del vector x. Si x 

es una matriz, esta funcion devuelve un vector de fila 
que contiene la mediana de cada columna. Los valores 
de x no tienen que estar ordenados. 

Ordenamiento de valores. Matlab contiene una funcion para ordenar valores 
en orden ascendente. 



sort ( x ) 



Devuelve un vector con los valores de x en orden 
ascendente. Si x es una matriz, esta funcion devuelve 
una matriz con cada columna en orden ascendente. 



* 



Determine las matrices representadas por las siguientes referencias de funcion. 
Luego use Matlab para verificar sus respuestas. Suponga que w, x y y son las si- 
guientes matrices: 





w=[0 3 -2 7] 




x : 


= [3 






1 


3 


7' 






y 


2 


8 


4 








6 


-1 


-2 




1. 


max ( w ) 


2. 


min(y) 




3. 


min(w, x) 


4. 


raean(y) 




5. 


median (w) 


6. 


cumprod(y) 


7. 


sort (2*w+x) 


8. 


sort (y) 





5 7] 
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VARIANZA Y DESVIACION ESTÅNDAR 

Dos medidas estadisticas importantes para un conjunto de datos son su varianza y su 
desviacion eståndar. Antes de dar las definiciones matemåticas, resulta util adquirir 
un entendimiento intuitivo de estos valores. Considere los valores de los vectores 
data_i y data_2 que se grafican en la figura 3.10. Si tratåramos de trazar una linea 
recta a traves de estos valores, la linea seria horizontal y estaria aproximadamente en 
3.0 en ambas gråficas. Por tanto, supondriamos que ambos vectores tienen aproxima- 
damente el mismo valor medio de 3.0. Sin embargo, es evidente que los datos de los 
dos vectores tienen caracteristicas distintivas. Los datos de data_2 varian mås res- 
pecto a la media, o se desvian mås de la media. Asi, las medidas de varianza y des- 
viacion para los valores de data_2 serån mayores que para los de data_i. Por tanto, 
Varianza entendemos intuitivamente que la varianza (o desviacion) tiene que ver con qué tan- 

to varian los valores respecto a la media. Cuanto mayor sea la varianza, mås amplia- 
mente fluctuarån los valores respecto al valor medio. 

Matemåticamente, la varianza & de un conjunto de valores de datos (que su- 
pondremos estån almacenados en un vector x) se puede calcular usando la siguiente 
ecuacion, donde a es el simbolo griego sigma: 



Numeros aleatorios - data_1 

6 1 1 r— 1 1 1 1 1 1 r 




il i j i i i 1 1 1 1 1 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 



Numeros aleatorios - data_2 



6 1 — i 1 1 1 1 1 1 1 r 




0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

(ndice, k 

Figura 3.1 0 Sucesiones aleatorias. 
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^■""W-i (312) 

Esta ecuacion podria parecer un tanto intimidante al principio, pero si se 
examina de cerca resulta mucho mås sencilla. El término x k - /i es la diferencia o 
desviacion de x k respecto a la media. Este valor se eleva al cuadrado para que siem- 
pre tenga un valor positive Luego se suman las desviaciones al cuadrado de todos 
los puntos de datos. Esta surna se divide entonces entre N - 1, o sea que es aproxima- 
damente un promedio. (La ecuacion de la varianza a veces tiene N como denomina- 
dor, pero la forma de la ecuacion 3.12 tiene propiedades estadisticas que la hacen 
mas deseable gener almente.) Por tanto, la varianza es el promedio de las desviacio- 
nes de los datos respecto a la media, elevadas al cuadrado. 

La desviacion estandar se define como la raiz cuadrada de la varianza, o 

o=<o 1 (3.13) 

Matlab incluye una funcion para calcular la desviacion estandar. 

std (x) Calcula la desviacion estandar para los valores contenidos 

en x. Si x es una matriz, se devuelve un vector de fila que 
contiene la desviacion estandar de cada columna. 

Para calcular la varianza, simplemente eleve al cuadrado la desviacion estandar. 



HISTOGRAMAS 

Un histograma es un tipo especial de gråfica que tiene especial importancia para las 
mediciones estadisticas que tratamos en esta seccion porque muestra la distribucion 
de un conjunto de valores. En Matlab, el histograma calcula el numero de valores 
que caen en 10 intervalos espaciados equitativamente entre los valores minimo y 
måximo del conjunto de valores. Por ejemplo, si graficamos los histogramas de los 
valores de datos de los vectores data_i y data_2 de la figura 3.10, obtenemos los his- 
togramas de la figura 3.11. Observe que la information de un histograma es diferente 
de la que se obtiene de la media o de la varianza. El histograma no solo nos muestra 
la gama de valores, sino también la forma en que estån distribuidos. Por ejemplo, los 
valores de data_i tienden a estar distribuidos equitativamente dentro de la gama 
de valores. (En la seccion 3.7 veremos que estos tipos de valores se denominan valores 
uniformemente distribuidos.) Los valores de data_2 no estån distribuidos equitativa- 
mente dentro de la gama de valores. De hecho, la mayor parte de los valores estan 
centrados en la media. (En la seccion 3.7 veremos que este tipo de distribucion es una 
distribucion gaussiana o normal.) 

El comando Matlab para generar y trazar un histograma es hist: 

hist (x) Genera un histograma de los valores de x usando 10 intervalos. 

hist (x, n) Genera un histograma de los valores de x usando n intervalos. 

Los histogramas de los vectores data_i y data_2 usando 25 intervalos se muestran en 
la figura 3.12. 
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Histograma de data_1 
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Histograma de data_2 
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F i gu ra 3.1 1 Histogr arnas con 10 intervalos. 

3.3 Instrucciones de seleccién y funciones de seleccion 

Una instruccion de seleccion nos permite hacer una pregunta o probar una condi- 
cion para determinar qué pasos se ejecutarån a continuacion. Primero veremos la 
instruccion de seleccion mås cormin — la instruccion i f — y luego estudiaremos los 
operadores y funciones relacionales y logicos que se usan comunmente con las ins- 
trucciones de seleccion. 

INSTRUCCION i f SENCILLA 

He aqui un ejemplo de la instruccion i f : 

if g < 50 

count = count + 1; 
disp(g) ; 

end 

Suponga que g es un escalar. Si g es menor que 50, count se incrementa en 1 y se exhibe 
g en la pantalla; si no, se pasan por alto estas dos instrucciones. Si g no es un escalar, 
count se incrementarå en 1 y solo se exhibirå g en la pantalla si todos los elementos de 
g son menores que 50. 
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Histograma de data_1 
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Histograma de data_2 
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Figura 3.1 2 Histogramas con 25 intervalos. 



La forma general de la instruccion i f sencilla es la siguiente: 

i f expresion logica 
instrucciones 

end 

Si la expresion logica es verdadera, ejecutamos las instrucciones que estån entre la 
instruccion i f y la instruccion end. Si la expresion logica es falsa, saltamos de inme- 
diato a la instruccion que sigue a la instruccion end. s>s^/</<^/e éasyt/w ma/mc- 
c/hw<> &fø u/MZ' eé&ucfet/w /^/tasvz- ptté> clea/ztaJ /år/^s/e e/i/e/iafe/*. 

Puesto que las expresiones logicas se generan a partir de operadores relacionales 
y operadores logicos, a continuacion veremos estos nuevos operadores. 



OPERADORES RELACIONALES Y LOGICOS 



Matlab cuenta con seis operadores relacionales para comparar dos matrices de igual 
tamano, como se muestra en la tablå 3.2. Se usan matrices o expresiones de matrices 
en ambos lados de un operador relacional para dar otra matriz del mismo tamano. 
Cada entrada de la matriz resultante contiene un 1 si la comparacion es verdadera 
cuando se aplica a los valores de las posiciones correspondientes de las matrices; de 
lo contrario, la entrada de la matriz resultante contiene un 0. Una expresion que 
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TABLÅ 3.2 Operadores relacionales 


Operador relacional 


Interpretacion 


< 


menor que 


<= 


menor que o igual 


> 


mayor que 


>= 


mayor que o igual 




igual 




no igual 



contiene un operador relacional es una expresion logica porque el resultado es una 
matriz que contiene ceros y unos que pueden interpretarse como valores falsos y 
valores verdaderos, respectivamente; la matriz resultante también se denomina 
Matriz 0-1 matriz 0-1. 

Considere la expresion logica a<t>. Si a y b son escalares, el valor de esta expre- 
sion es 1 (verdadero) si a es menor que b; de lo contrario, la expresion es 0 (falso). 
Sean a y b vectores con los siguientes valores: 

a = [2 4 6] b-[3 5 1] 

Entonces, el valor de a<b es el vector [1 1 0], en tanto que el valor dea~=b es [1 1 1], 

También podemos combinar dos expresiones logicas usando los operadores 
logicos no {not), y {and) y o {or). Estos operadores logicos se representan con los sfm- 
bolos que se muestran en la tablå 3.3. 

Si dos expresiones logicas se unen con I , las entradas de la matriz 0-1 resultante 
son 1 (verdadero) si cualquiera de esas expresiones es verdadera, o si ambas lo son; 
es 0 (falso) solo si ambas expresiones son falsas. Si dos expresiones logicas se unen 
con &, la expresion completa es verdadera solo si ambas expresiones son verdaderas. 
La tablå 3.4 lista todas las posibles combinaciones para los operadores logicos con 
dos expresiones logicas. 

Los operadores logicos se usan con expresiones logicas completas. Por ejemplo, 
a>b & b>c es una expresion logica vålida, pero a>b & c no es una expresion equiva- 
lente. Las expresiones logicas también pueden ir precedidas por el operador logico 
no {not). Este operador cambia el valor de la expresion al valor opuesto; por tanto, si 
a>b es verdadero, ~(a>b) es falso. 

Una expresion logica puede contener varios operadores logicos, como en: 



TABLÅ 3.3 Operadores logicos 
Operador logico Simbolo 



no 

V 
o 



& 
/ 
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TABLÅ 3.4 Combinaciones de operadores logicos 

A B ~A A|B A&B 

falso falso verdadero falso falso 

falso verdadero verdadero verdadero falso 

verdadero falso falso verdadero falso 

verdadero verdadero falso verdadero verdadero 



~(b==c l b==5.5) 

La jerarquia, del nivel mås alto al mås bajo, es - , & y I . Desde luego, se pueden 
usar paréntesis para alterar la jerarquia. En el ejemplo anterior, se evaluan primero 
las expresiones b==c y b==5 . 5. Suponga que b contiene el valor 3 y c contiene el valor 
5; entonces, ninguna de las expresiones es verdadera, y la expresion b= =c I b==5 . 5 es 
falsa. A continuacion aplicamos el operador ~, que cambia el valor de la expresion a 
verdadero. Suponga que no hubiéramos puesto los paréntesis alrededor de la expre- 
sion logica, como en: 

~b==c I b==5 . 5 

En este caso, la expresion ~b==c se evaluaria junto con b==5 . 5. Para los valores 
que hemos dado ab y c, el valor de ambas expresiones relacionales es falso; por tanto, 
el valor de toda la expresion logica es falso. Usted tal vez se pregunte como podemos 
evaluar ~b si b es un numero. En Matlab, cualquier valor distinto de cero se conside- 
ra verdadero; los valores de cero son f alsos. Por tanto, debemos tener mucho cuidado 
al usar los operadores relacionales y logicos, aseguråndonos de que los pasos que se 
ejecuten sean los que queremos que se ejecuten. 



Determine si las siguientes expresiones de los problemas 1 al 8 son verdaderas o 
falsas. Luego verifique sus respuestas usando Matlab. Recuerde que para verifi- 
car su respuesta lo unico que necesita hacer es teclear la expresion para que se 
exhiba el valor representado. Suponga que las siguientes variables tienen los valo- 
res indicados: 

a = 5.5 b= 1.5 k = -3 



1. 
3. 
5. 
7. 



a < 10.0 
k ~= 0 
«(a == 3*b) 
a<10 & a>5 



2. a+b >= 6.5 

4. b-k > a 

6. -k <= k+6 

8. abs(k)>3 I k<b-a 



100 CAP. 3 FUNCIONES DE Matlab 



INSTRUCCIONES i f ANIDADAS 

He aqui un ejemplo de instrucciones i f anidadas que extiende el ejemplo anterior: 

if g < 50 

count = count + 1; 
disp(g) ; 
if b > g 
b = 0; 
end 

end 

Una vez mas, supondremos primero que g y b son escalares. Entonces, si g<50, 
incrementamos count en 1 y exhibimos g. Ademås, si b>g, asignamos 0 a b. si g no es 
menor que 50, pasamos de inmediato a la instruccion que sigue a la segunda instruc- 
cion end. Si g no es un escalar, la condicion g<50 solo sera verdadera si todos los 
element os de g son menores que 50. Si ni g ni b son escalares, b sera mayor que g solo 
si cada uno de los pares de elementos correspondientes de g y b son valores tales que 
el de b es mayor que el de g. Si g o b es un escalar, la otra matriz se compararå con el 
escalar elemento por elemento. 

CLÅUSULAS else Y elseif 

La clåusula else nos permite ejecutar una serie de instrucciones si una expresion 
logica es verdadera y una serie diferente si la expresion es falsa. Para ilustrar esta 
instruccion, supongamos que tenemos una variable intervai. Si el valor de intervai 
es menor que 1, queremos asignar el valor intervai/io a x_increment; en caso contra- 
rio, queremos asignar 0.1 a x_increment. La siguiente instruccion ejecuta estos pasos: 

i f intervai < 1 

x_increment = intervai/ 10; 
else 

x_increment = 0.1; 

end 

Si anidamos varios ni veles de instrucciones i f -eise, puede ser dificil determi- 
nar cuåles expresiones logicas deben ser verdaderas (o falsas) para ejecutar cada se- 
rie de instrucciones. En estos casos es comun utilizar la clausula elseif para aclarar 
la logica del programa, como se ilustra con las siguientes instrucciones: 

i f temperatura > 100 

disp ( 1 Demasiado caliente - falla de equipo.') 
elseif temperatura > 90 

disp( 1 Intervalo operativo normal. ' ) 
elseif temperatura > 50 

disp (' Temperatura por debajo del intervalo operativo deseado. ' ) 
else 

disp ( ' Demasiado frio - apagar equipo.') 

end 
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En este ejemplo, las temperaturas entre 90 y 100 estån en el intervalo operativo 
normal; las temperaturas fuera de este intervalo generan un mensaje apropiado. 




En los problemas 1 al 4, escriba instruccciones Matlab que realicen los pasos indi- 
cados. Suponga que las variables son escalares. 



1. Si la diferencia entre voit_i y voit_2 es mayor que 10.0, exhibir los valores 
de voit_i y voit_2. 

2. Si el logaritmo natural de x es mayor o igual que 3, asignar 0 a time e incre- 
mentar count en 1. 

3. Si dist es menor que 50.0 y time es mayor que 10.0, incrementar time en 2; 
en caso contrario, incrementar time en 2.5. 

4. Si dist es mayor o igual que 100.0, incrementar time en 2.0. Si dist estå entre 
50 y 100, incrementar time en 1. En los demås casos, incrementar time en 0.5. 



FUNCIONES LOGICAS 

Matlab contiene una serie de funciones ldgicas que son muy utiles. A continuacion 
describimos estas funciones. 

an y(x) Devuelve un escalar que es 1 (verdadero) si cualquier elemento 

del vector x es distinto de cero; en caso contrario, el escalar es 0 
(falso). Si x es una matriz, esta funcion devuelve un vector de 
fila; un elemento de este vector de fila contiene un 1 (verdadero) 
si cualquier elemento de la columna correspondiente de x es 
distinto de cero, y un 0 (falso) en caso contrario. 

ali (x) Devuelve un escalar que es 1 (verdadero) si todos los elementos 

del vector x son distintos de cero; en caso contrario, el escalar es 
0 (falso). Si x es una matriz, esta funcion devuelve un vector de 
fila; un elemento de este vector de fila contiene un 1 (verdadero) 
si todos los elementos de la columna correspondiente de x son 
distintos de cero, y un 0 (falso) en caso contrario. 

f ind(x) Devuelve un vector que contiene los indices de los elementos 

distintos de ceio de un vector x. Si x es una matriz, entonces 
los indices se seleccionan de x< : ), que es un vector de una sola 
columna formado a partir de las columnas de x. 
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isempty (x) 



finite(x) 



isnan(x) 



Devuelve una matriz con unos donde los elementos 
de x son NaN y ceros donde no lo son. 

Devuelve una matriz con unos donde los elementos 
de x son finitos y ceros donde son infinitos o NaN. 

Devuelve 1 si x es una matriz vacia y 0 en caso contrario. 



Suponga que a es una matriz con tres filas y tres columnas de valores. Conside- 
re la siguiente instruccion: 

if all (A) 

disp('A no contiene ceros') 

end 

La cadena a no contiene ceros solo se exhibe si los nueve valores de a son distintos 
de cero. 

Ahora presentamos otro ejemplo que usa una funcion logica. Suponga que te- 
nemos un vector que contiene un grupo de valores que representan las distancias de 
un carro de cable a la torre mås cercana. Queremos generar un vector que contenga 
las velocidades del carro a esas distancias. Si el carro estå a 30 pies o menos de la 
torre, usamos esta ecuacion para calcular la velocidad: 

velocidad = 0.425 + 0.00175d 2 

Si el carro estå a mås de 30 pies de la torre, usamos la siguiente ecuacion: 

velocidad = 0.625 + 0A2d - 0.00025d 2 

Podemos usar la funcion f ind para encontrar los valores de distancia mayores 
que 30 pies y los de 30 pies o menos. Puesto que la funcion f ind identifica los subindices 
para cada grupo de valores, podemos calcular las velocidades correspondientes con 
estas instrucciones: 

inferior = find(d < 30); 

velocidad ( inf erior) = 0.425 + 0 . 0017 5*d( inferior) . A 2; 

superior = find(d >= 30); 

velocidad (superior) = 0.625 + 0 . 12 *d ( superior ) ... 



-0.00025*d(superior) . *2; 



Si todos los valores de d son menores que 30, el vector superior estarå vacio, y la 
referencia a d(superior) y velocidad (superior) no harå que cambie ningun valor. 
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Determine el valor de las siguientes expresiones. Luego verifique sus respuestas 
introduciendo las expresiones. Suponga que la matrizb tiene los valores indicados: 


b = 


1 0 4 

0 0 3 
8 7 0 




1. any(b) 

3. all(any(b)) 

5. finite(b(:,3)) 


2. find(b) 

4. any(all(b)) 

6. any(b(l:2,l:3)) 



3.4 Resolucion aplicada de problemas: Anålisis de senales de voz 



Suponga que deseamos disenar un sisterna que reconozca las palabras correspon- 
dientes a los diez dfgitos en inglés: "zero", "one", "two", "nine". Una de las pri- 
meras cosas que podriamos hacer es analizar datos obtenidos mediante un microfono 
para las diez sucesiones (o senales) correspondientes con miras a determinar si exis- 
ten mediciones estadisticas que nos permitan distinguir estos dfgitos. Las funciones 
de anålisis de datos de Matlab nos ayudan a calcular estas mediciones con facilidad. 
A continuacion podriamos imprimir una tablå de las mediciones y buscar aquellas 
que nos permitan distinguir los valores. Por ejemplo, una medicion podria permitir- 
nos reducir los posibles dfgitos a tres, y otra podria servirnos para identif icar el dfgito 
especffico de entre esas tres posibilidades. 

Escriba un programa Matlab que lea y grafique un archivo de datos ASCII 
Pronunciacion zero. dat que contenga una pronunciacidn de la palabra "zero". El programa tam- 
bién deberå calcular la siguiente informacion: media, desviacion eståndar, varianza, 
potencia media, magnitud media y numero de cruces de cero. Ya hablamos de la 
media, la desviacion eståndar y la varianza. La potencia media es el promedio de los 
valores al cuadrado; la magnitud media es la media de los valores absolutos de los datos. 
El numero de cruces de cero es el numero de veces que se pasa de un valor negativo 
a uno positivo o de uno positivo a uno negativo. 



FUNCIONES DE Matlab 



DESCRIPCI6N DE ENTRADAS/SALIDAS 




Et siguiente diagrama E/S muestra el archito que conti^nf la pronunciacion 

► salidas. 



li 31 .'* 




O A MANO 



media 

desviacién eståndmr 
varianza 
potencia media 
— magnitud media 
crwces de cero 



. , 4, 

• .;; ■ 



Para el ejemplo a mano, suponga que una pronunciacion contiene la siguiente 
sucesion de valores: 

[2.58.2 -1.1 -0.2 1.5] 

Usasndo una calculadora, podemos calcular los siguientes vale 

media = jx = (2.5 + 8.2 -1.1 -0.2 + 1.5)/ 5 



i. ■ ■■%.. 'VMlå 



= «2.5- 



.2 - tif + (-1.1 -nf + (-0.2 - w) 2 



+ (1.5-^/4 ' 
,; - 13.307 

potencia media = (2.5 2 + 8.2 2 + (-1.1) 2 4- (-0.2) 2 + 
= 15.398 

magnitud media = ( 1 2.5 1 + 18.21 + I -1.1 1 + 1-0.21 + 1 1.51 j/5 

-2.7" ; 

ices db cero =2 



/ 5 



SOLUCION Matlab 

:iiisi;;:i||p? 1 



En esta solucion usamos funciones Matlab para realizar la mayor parte de los 
cålculos; P^ra ealcular éi nunifefo%^cruces de cero, generamos un vectør fcuyo 

primer valor es x(i)*x<2), cuyo slplndo valor es x<a>*icrt|, f ad sucésivli^itø, 

siendo el ultimo valor igual al producto del penultimo dato y el ultimo dato. A 
continuacion usamos la funcion fiad para determinar las posiciones de los pro- 
ductos^que son negativos, y usamoflfl la fumcioiMfri^^ 
tales productos que son negativos. 
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% Eete programa, 



'■'■v fpriikfe||(v Estad4eticas d4 
fprintf ( 'media: %f \n 
f^cifettf *d#sviabiÅi efltindaW:Hf An 1 , 

%f \n' ,stdU) A 2> 
tencia media: %f 




l,l>,plot<x>, . . 
{ ' Pronnnaiaciéfi -Gi 
xlabel ( ' Indice ' ) , grid 




itud media: %£ \n « ,mean<ab9 (x) ) v 
length{x}-l) . *x(2 : length(x) ); 
lengthifisd(prod<0) ) ; 

es de cero: %^©f \a' , crøÉHjiagø) 




Figur, 
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i sisternas 



con las pronunciaciones de diferentes 
gaidas esfadfeticas, También es intere- 
inunctedones del mismo digito tomadas 
las medidas ilustra algunos de los proble- 

del hablan- 
con mxcråi orto y altavoces. Si su 



>ronundåc&5n "zero" y i 



la 



33 Funciones escritas por el usuario 



Funcion escrita Al usar Matlab para realizar mås y mås cålculos, se toparå con cålculos que deseana 
por el usuario estuvieran incluidos como funciones de Matlab. En tales casos, puede crear una fun- 
cion escrita por el usuario a la cual su programa podrå referirse del mismo modo 
como se refiere a una funcion Matlab. Las funciones escritas por el usuario tienen 
reglas muy esperificas que deben obedecerse; sin embargo, antes de listar las reglas 
consideraremos un ejemplo sencillo. 

En muchas aplicaciones de ingenieria se usa una funcion rectangular (Fig. 3.14). 
Una definicion comun de la funcion rectangular es la siguiente: 

u . f 1, I x I < 0.5 
rect(x) = ' 

w 1 0, en otro caso 

He aqui una funcion definida por el usuario para evaluar esta funcion: 

function r = rect(x) 

% RECT Se de f ine la funcion rectangular como 1 en 
% [-0.5,0.5]y0en los demas puntos. 

% 

r - zeros (size(x) ) ; 

setl = find(abs(x) < = 0.5); 

r(setl) = ones (size (setl) ) ; 



y= rect(x) 



-0.5 



0.5 



Figura 3.14 Funcion 
rectangular. 
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Esta funcion debe guardarse en un archivo llamado rect.m. Asf, los progr arnas y 
guiones Matlab podrån referirse a esta funcion del mismo modo como hacen refe- 
renda a funciones como sqrt y abs. Un ejemplo del uso de esta funcion seria: 

x = -3:0.1:3; 
y = rect(x) ; 

plot (x,y) , title ( ' Funcion Rect '),... 
xlabel ( ' x ' ) , ylabel ( ' y ' ) , grid 

A continuacion resumimos las reglas para escribir funciones de archivo M. Re- 
fiérase a la funcion rect al leer cada regla. 

1. La funcion debe comenzar con una linea que contenga la palabra function, se- 
guida del argumento de salida, un signo de igual y el nombre de la funcion. 
Este nombre va seguido por los argumentos de entrada de la funcion encerra- 
dos en paréntesis. Esta linea distingue el archivo de funcion de un archivo de 
guion. 

2. Es recomendable que las primeras Kneas sean comentarios porque se exhibirån 
si se solicita ayuda para el nombre de la funcion, como en heip rect. 

3. La unica informacion que la funcion devuelve esta contenida en los argumen- 
tos de salida que, desde luego, son matrices. Siempre compruebe que la funcion 
incluya una instruccion que asigne un valor al argumento de salida. 

4. Se pueden usar los mismos nombres de matriz tanto en una funcion como en el 
programa que hace referencia a ella. No habrå confusidn en cuanto a cuål ma- 
triz es a la que se refiere porque la funcion y el programa son totalmente indepen- 
dientes. Por otro lado, no es posible acceder desde el programa a ninguno de los 
valores que se calculan en la funcion, como no sean los argumentos de salida. 

5. Una funcion que va a de vol ver mas de un valor debe mostrar todos los valores 
que devolverå en forma de vector en la instruccion de funcion, como en este 
ejemplo que devuelve tres valores: 

function [dist, vel, acel] = movimiento (x) 

Los tres valores tendrån que calcularse dentro de la funcion. 

6. Una funcion que tenga multiples argumentos de entrada deberå listar los argu- 
mentos en la instruccion de funcion, como se muestra en este ejemplo, que tiene 
dos argumentos de entrada: 

function error = mse(w,d) 

7. Las variables especiales nargin y nargout pueden servir para determinar el nu- 
mero de argumentos de entrada y el numero de argumentos de salida de una 
funcion. 

El comando what lista todos los archivos M y MAT que estan disponibles en el 
espacio de trabajo actual. El comando type seguido de un nombre de archivo exhibe 
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el contenido de ese archivo en la pantalla. Si el nombre del archivo especificado no 
tiene extension, el comando type supone automåticamente que la extension es .m. 







Cree y pruebe funciones escritas por el usuario para calcular lo siguiente: 


1. step(x) 


=| 0 si x < 0 




[ 1 en los demås casos 


2. ramp(x) = 0 si x < 0 




x en los demås casos 


3. g(x) = 


0 si x < 0 




sen (7ix/2) si0<x<l 




1 si x > 1 



3.6 Funciones de generacion de numeros aleatorios 

Numeros mucnos problemas de ingenieria que requieren numeros aleatorios para obte- 

aleatorios ner una solucion. En algunos casos, esos numeros sirven para crear una simulacion 

de un problema complejo. La simulacion puede probarse una y otra vez para anali- 
zar los resultados, y cada prueba representa una repeticion del experimento. Tam- 
bien usamos numeros aleatorios para aproximar secuencias de ruido. Por ejemplo, la 
eståtica que escuchamos en una radio es una secuencia de ruido. Si estamos proban- 
do un programa que usa un archivo de datos de entrada que representan una senal 
de radio, tal vez nos interese generar ruido y agregarlo a una senal de voz o de musi- 
ca a fin de obtener una senal mås realista. 



NUMEROS ALEATORIOS UNIFORMES 



Los numeros aleatorios no se definen mediante una ecuacion; mås bien, se caracteri- 
zan por la distribucion de valores. Por ejemplo, los numeros aleatorios que tienen la 
misma probabilidad de ser cualquier valor entre un limite superior y uno inferior se 
denominan numeros aleatorios uniformes. El histograma de la parte superior de la 
figura 3.10 muestra la distribucion de un conjunto de valores uniformes entre 2 y 4. 
La funcion rand de Matlab genera numeros aleatorios distribuidos uniforme- 
Valor de semilla mente en el intervalo [0,1]. Se emplea un valor de semilla para iniciar una sucesion 
aleatoria de valores; este valor de semilla es inicialmente 0, pero se puede cambiar 
con la funcion seed. 



Numeros 
aleatorios 
uniformes 
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rand(n) 



rand( ' seed' , n) 
rand ( ' seed ' ) 



rand (m, n) 



Genera una matriz n x n que contiene numeros 
aleatorios entre 0 y 1. 

Genera una matriz m x n que contiene numeros 

aleatorios entre 0 y 1. 

Asigna n como valor de la semilla. 

Devuelve el valor actual de la semilla del generador 

de numeros aleatorios. 



La funcion rand genera la misma sucesion de valores aleatorios en cada se- 
sion de trabajo si se usa el mismo valor de semilla. Los siguientes comandos generan 
y exhiben dos series de diez numeros aleatorios uniformemente distribuidos entre 0 y 
1; la diferencia entre las dos series se debe al uso de semillas distintas: 

rand( ' seed' , 0) 
setl = rand(10, 1) ; 
rand( ' seed' , 123) 
set2 = rand (10, 1) ; 
[setl set2] 

Los valores que se exhiben con estos comandos son: 



0. 


2190 


0.0878 


0. 


0470 


0.6395 


0. 


6789 


0.0986 


0 . 


6793 


0.6906 


0. 


9347 


0.3415 


0. 


3835 


0.2359 


0. 


5194 


0.2641 


0. 


8310 


0.6044 


0. 


0346 


0.4181 


0. 


0535 


0.1363 



Con frecuencia se requieren sucesiones aleatorias con valores dentro de inter- 
valos distintos del de 0 a 1. Por ejemplo, supongamos que queremos generar valores 
entre -5 y 5. Primero generamos un numero aleatorio r (que estå entre 0 y 1) y luego 
lo multiplicamos por 10, que es la diferencia entre el lfmite superior y el inferior (5 - (-5)). 
Ahora le sumamos el Kmite inferior (-5) para obtener un valor que tiene la misma 
probabilidad de ser cualquier valor entre -5 y 5. Por tanto, si queremos convertir un 
valor r que estå uniformemente distribuido entre 0 y 1 en un valor uniformemente 
distribuido entre un limite inferior a y un limite superior b, usamos la siguiente ecuacion: 



La sucesion data_i, graficada en la figura 3.10 de la pagina 94, se genero con 
esta ecuacion: 

data_l = 2*rand(l,500) + 2; 



x = (b-a) - r + a 



(3.14) 
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Por tanto, la sucesion contiene 500 valores distribuidos uniformemente entre 2 y 4. 
La semilla de los numeros aleatorios fue 246. 




Escriba instrucciones Matlab para generar 10 numeros aleatorios en el intervalo 
especificado. Verifique sus respuestas ejecutando las instrucciones e imprimiendo 
los valores generados en los vectores. 

1 . Numeros aleatorios uniformes entre 0 y 10.0. 

2. Numeros aleatorios uniformes entre -1 y +1. 

3. Numeros aleatorios uniformes entre -20 y -10 

4. Numeros aleatorios uniformes entre 4.5 y 5.0. 

5. Numeros aleatorios uniformes entre -it y n. 



NUMEROS ALEATORIOS GAUSSIANOS 



Numeros 
aleatorios 
gaussianos 



Cuando generamos una sucesion aleatoria con una distribucidn uniforme, todos los 
valores tienen la misma probabilidad de ocurrir. A veces necesitamos generar nume- 
ros aleatorios usando distribuciones en las que algunos valores tienen mayor proba- 
bilidad de ser generados que otros. Por ejemplo, suponga que una sucesion aleatoria 
representa mediciones de temperatura exterior tomadas durante cierto tiempo. Ve- 
riamos que las mediciones de temperatura tienen cierta variacidn, pero por lo regu- 
lar no son igualmente verosimiles. Por ejemplo, podriamos encontrar que los valores 
varian en unos cuantos grad os, aunque ocasionalmente pueden ocurrir cambios ma- 
yores a causa de tormentas, nublados y cambios del dia a la noche. 

Las sucesiones aleatorias que tienen algunos valores con mayor probabilidad 
de ocurrir que otros a menudo pueden modelarse con numeros aleatorios gaussianos 
(también llamados numeros aleatorios normales). Un ejemplo de conjunto de valo- 
res con una distribucidn gaussiana es el representado por la segunda gråfica de la 
figura 3.10. La media de esta variable aleatoria corresponde a la coordenada x del 
pico de esta distribucidn, que es aproximadamente 3. A partir del histograma de la 
figura 3.12 podemos ver que la mayor parte de los valores estån cerca de la media. 
Mientras que una variable aleatoria uniforme tiene Kmites superior e inferior especf- 
ficos, una variable aleatoria gaussiana no se define en términos de lfmites superior e 
inferior: se define en términos de la media y la varianza de los valores. Para los nu- 
meros aleatorios gaussianos, puede demostrarse que aproximadamente el 68% de los 
valores caen a menos de una desviacidn estandar de la media, el 95% caen a menos de 
dos desviaciones estandar de la media, y el 99% caen a menos de tres desviaciones 
estandar de la media. Estos datos son utiles cuando se trabaja con numeros aleatorios 
gaussianos. 



SEC. 3.6 FUNCIONES DE GENERACI6N DE NUMEROS ALEATORIOS 



111 



Matlab genera valores gaussianos con una media de cero y una varianza de 1.0 
si se especifica una distribucion normal. Las funciones para generar valores gaussianos 
son: 

randn(n) Genera una matriz de n x n que contiene mimeros aleatorios 

gaussianos (o normales) con una media de 0 y una varianza 
de 1. 

randn (m, n) Genera una matriz de m x n que contiene numeros aleatorios 
gaussianos (o normales) con una media de 0 y una varianza 
de 1. 

Si desea modificar valores gaussianos con una media de 0 y una varianza de 1 
de modo que tengan otra distribucion gaussiana, multiplique los valores por la des- 
viacion eståndar de la distribucion deseada y sumeles la media de la distribucion 
deseada. Asi pues, si r es un numero aleatorio con una media de 0 y una varianza de 
1.0, la siguiente ecuacion generarå un numero aleatorio con una desviacion eståndar 
de a y una media de b: 

x = a-r + b (3.15) 

La sucesion data_2, graficada en la figura 3.10, se genero con esta ecuacion: 

data_2 = randn (1,500) + 3 ; 

Asi, la sucesion contiene 500 valores aleatorios gaussianos con una desviacion eståndar 
de 1 y una media de 3. La semilla para numeros aleatorios que se uso fue 95. 




Use Matlab para generar 1000 valores con las caracteristicas especificadas. Calcu- 
le la media y la varianza de los 1000 valores, y compårelas con los valores especi- 
ficados. Prepare también el histograma de los valores usando 25 intervalos. 



1. Numeros aleatorios gaussianos con una media de 1.0 y una varianza de 0.5. 

2. Numeros aleatorios gaussianos con una media de -5.5 y una desviacion 
eståndar de 0.25. 

3. Numeros aleatorios gaussianos con una media de -5.5 y una desviacion 
eståndar de 1.25. 
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3.7 Funciones para manipular matrices 



Matlab incluye varias funciones que manipulan el contenido de una matriz. Descri- 
biremos cada una de estas funciones y daremos un ejemplo para ilustrarlas. 

ROTACION 

Se puede girar una matriz en direccion contraria a las manecillas del reloj usando la 
funcion rot9o: 

rot 90 (a) Gira la matriz a 90° en direccion contraria a las manecillas del 

reloj. 

rot90<A,n) Gira la matriz a n-90° en direccion contraria a las manecillas 
del reloj. 

Sea a la matriz siguiente: 



a = 



2 
-2 
3 



1 0 

5 -1 
4 6 



Si ejecutamos los comandos: 



rot90 (A) ; 
rot90(A # 2) ; 



los valores de b y c serån: 





0 


-1 


6 




6 


4 


3 


B = 


1 


5 


4 


c = 


-1 


5 


-2 




2 


-2 


3 




0 


1 


2 



INVERSION 

Hay dos funciones para invertir una matriz: 

f lipir (A) Invierte la matriz a de izquierda a derecha. 
f i ipud ( a ) Invierte la matriz a de arriba hacia abajo. 

Por ejemplo, considere los siguientes comandos Matlab: 

A = [1,2; 4,8; -2,0]; 
B = f lipir (A); 
C = f lipud(B) ; 

Después de ejecutarse estos comandos, las matrices a, b y c contienen los siguientes 
valores: 





r i 


2 " 




" 2 


1 " 




r 0 


-2 " 


A = 


4 


8 


B = 


8 


4 


c = 


8 


4 




-2 


0 




0 


-2 




2 


1 



SEC. 3.7 FUNCIONES PARA MANIPULAR MATRICES 



113 



RECONFIGURACION 

La funcion reshape nos permite reconfigurar una matriz de modo que tenga un nu- 
mero diferente de filas y columnas: 

reshape < a, m # n) Reconfigura la matriz a de modo que tenga m filas 
y n columnas. 

El niimero de elementos de la matriz original y de la matriz reconfigurada debe ser el 
mismo; si no, aparecera un mensaje de error. Los numeros se seleccionan en orden de 
columna de la matriz vieja y se usan para llenar la nueva matriz. Considere las si- 
guientes instrucciones Matlab: 

A = [2 5 6 -1; 3 -2 10 0] ; 
B = reshape ( A, 4 , 2 ) ; 
C = reshape (A, 8, 1) ; 

Después de ejecutarse estas instrucciones, los valores de las matrices a, b y c son los 
siguientes: 



2 

3 













" 2 


6 




5 


2 


5 


6 


-1 




3 


10 




-2 


3 


-2 


10 


0 


B — 


5 


-1 


c = 


6 












-2 


0 . 




10 



-1 

0 



extracci6n 



Las funciones diag, triu y trii nos permiten extraer elementos de una matriz. La 
Diagonal definicion de estas tres funciones se basa en la definicion de diagonal principal, que 

pnncipal eg j a diagonal que parte de la esquina superior izquierda de la matriz y contiene los 

valores con subindices de fila y de columna iguales, como a x v a 2 2 y a 3 y Aun las matri- 
ces no cuadradas tienen una diagonal principal. Por ejemplo, en la matriz a de la 
subseccion anterior los elementos de la diagonal principal son 2, -2; los elementos de 
la diagonal principal de b son 2, 10; y el elemento de la diagonal principal de c es 2. 
También podemos definir otras diagonales ademås de la principal. Por ejem- 
fc-ésima P 1g ' P°d emos definir una fc-ésima diagonal. Si k es 0, la /c-ésima diagonal es la diagonal 

diagonal principal. Si k es positivo, la /c-ésima diagonal es una diagonal paralela a la diago- 

nal principal y situada mås arriba. Si k = 1, la /c-ésima diagonal es el conjunto de 
elementos que estån inmediatamente arriba de los de la diagonal principal. Para k = 2, 
la /c-ésima diagonal es el conjunto de elementos de la segunda diagonal arriba de la 
diagonal principal. Si k es menor que 0, la /c-ésima diagonal es el conjunto de elemen- 
tos de una diagonal situada debajo de la diagonal principal. Asi, para k = -1, la /c-ésima 
diagonal es la primera diagonal abajo de la diagonal principal. 

La funcion diag sirve para extraer valores de diagonales de una matriz: 
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diag(A) Extrae los elementos de la diagonal principal y los almace- 

na en un vector de columna si a es una matriz. Si a es un 
vector, la funcion generarå una matriz cuadrada con a 
como su diagonal. 

diag ( a, k) Extrae los elementos de la k-ésima diagonal de a y los 

almacena en un vector de columna. 

Por ejemplo, las siguientes instrucciones: 

P = [1 2 3; 2 4 6; -1 2 0] ; 
A = diag(P,l); 



generan un vector con los siguientes elementos: 



1 


2 


3~ 




2" 


2 


4 


6 


A = 


6 


-1 


2 


0 







La funcion triu genera una nueva matriz que se conoce como matriz triangu- 
lar superior: 



triu (A) Genera una matriz cuadrada de valores a partir de a, con 

ceros por debajo de la diagonal principal. 

triu (a, k) Genera una matriz cuadrada de valores a partir de a, con 

ceros por debajo de la k-ésima diagonal. 



Considere las instrucciones: 



A = [1:2:7; 3:3:12; 4:-l:l; 1:4]; 

B = triu (A) ; 

C = triu (A,-l); 

D = triu (A, 3); 

Las matrices resultantes son: 



a = 



c = 



1 


3 


5 


7 




1 


3 


5 


7 


3 


6 


9 


12 




0 


6 


9 


12 


4 


3 


2 


1 


B = 


0 


0 


2 


1 


1 


2 


3 


4 




0 


0 


0 


4 


1 


3 


5 


7 




0 


0 


0 


7 


3 


6 


9 


12 




0 


0 


0 


0 


0 


3 


2 


1 


D = 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


3 


4 




0 


0 


0 


0 



La funcion trii es similar a la funcion triu, solo que genera matrices triangu 
låres inf eriores: 
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trii (a) Genera una matriz cuadrada de valores a partir de a, con 

ceros arriba de la diagonal principal. 

trii (a, k) Genera una matriz cuadrada de valores a partir de a, con 

ceros arriba de la k-ésima diagonal. 

Si sustituimos las referencias a triu en el ejemplo anterior por referencias a trii, 
tenemos: 

A = [1:2:7; 3:3:12; 4:-l:l; 1:4]; 

B = trii (A); 

C = trii (A, -1); 

D = trii (A, 3) ; 

Las matrices resultantes son: 





1 


3 


5 


7 




1 


0 


0 


0 


A = 


3 


6 


9 


12 


B = 


3 


6 


0 


0 




4 


3 


2 


1 




4 


3 


2 


0 




1 


2 


3 


4 




1 


2 


3 


4 




0 


0 


0 


0 




1 


3 


5 


7 


C = 


3 


0 


0 


0 


D = 


3 


6 


9 


12 




4 


3 


0 


0 




4 


3 


2 


1 




1 


2 


3 


0 




1 


2 


3 


4 



: 1 



Determine las matrices generadas por las siguientes referencias de funcion. Luego 
verifique sus respuestas usando Matlab. 



Suponga que a y b son las siguientes matrices: 





0 


-1 


0 


3 


A = 


4 


3 


5 


0 




. 1 


2 


3 


0 



B = 



3 
6 
3 
2 



5 
9 
2 
3 



0 
12 
1 
4 



1. 


rot90(B) 


2. 


rot90(A,3) 


3. 


fliplr(A) 


4. 


f lipud(fliplr(B) ) 


5. 


reshape (A, 4 , 3 ) 


6. 


reshape (A, 6,2) 


7. 


reshape(A,2,6) 


8 


reshape(f lipud(B) ,8,2) 


9. 


triu(B) 


10. 


triu(B, -1) 


11. 


tril(A,2) 


12. 


diag(rot90(B) ) 
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Ciclos 



Un ciclo es una estructura que nos permite repetir una serie de instrucciones. En 
general, es aconsejable evitar los ciclos en Matlab porque pueden aumentar 
significativamente el tiempo de ejecucion de los programas. Sin embargo, hay ocasio- 
nes en las que son necesarios los ciclos, asi que presentaremos una breve introduc- 
cion a los ciclos for y a los ciclos whiie. 



CICLO for 



En un ejemplo de una seccion anterior usamos la funcion f ind para encontrar los 
valores de distancia mayores que 30 pies y de 30 pies o menos. Luego calculamos las 
velocidades correspondientes usando las ecuaciones apropiadas, como repetimos aqui: 

inferior = find(d < 30); 

velocidad(inferior) = 0.425 + 0 . 00175*d(inf erior ) . A 2 ; 
superior a find(d >= 30); 

velocidad( superior) = 0.625 + 0 . 12*d( superior ).. . 

- 0 . 00025*d(superior) . A 2; 

Otra forma de realizar estos pasos usa un ciclo for. En las siguientes instruccio- 
nes, se asigna el valor 1 a k y se ejecutan las instrucciones contenidas en el ciclo. El 
valor de k se incrementa a 2 y se ejecutan otra vez las instrucciones del ciclo. Esto 
continua hasta que el valor de k es mayor que la longitud del vector d. 

for k=l:length(d) 
if d(k) < 30 

velocidad (k) = 0.425 - 0 . 00175*d(k) *2; 
else 

velocidad (k) = 0.625 + 0.12*d(k)... 

- 0.00025*d(k) *2; 

end 

end 

Aunque estas instrucciones realizan las mismas operaciones que los pasos anteriores 
empleando la funcion f ind, la solucion sin ciclo se ejecuta con mucha mayor rapidez. 
Un ciclo for tiene la siguiente estructura general: 

for indice=expresion 
instrucciones 

end 

La expresion es una matriz(que podrfa ser un escalar o un vector) y las instrucciones 
se repiten tantas veces como columnas hay en la matriz de la expresion. Cada vez 
que se repite el ciclo, el indice tiene el valor de uno de los elementos de la matriz de 
la expresion. Las reglas para escribir y usar un ciclo for son las siguientes: 

1. El indice de un ciclo for debe ser una variable. 

2. Si la matriz de la expresion es la matriz vacia, no se ejecutarå el ciclo. El control 
pasarå a la instruccion que sigue a la instruccion end. 
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3. Si la matriz de la expresion es un escalar, el ciclo se ejecutarå una vez, y el indice 
contendra el valor del escalar. 

4. Si la matriz de la expresion es un vector de fila, en cada repeticion del ciclo el 
indice contendra el siguiente valor del vector. 

5. Si la matriz de la expresion es una matriz, en cada repeticion del ciclo el indice 
contendra la siguiente columna de la matriz. 

6. Al completarse un ciclo for, el indice contendra el ultimo valor utilizado. 

7. Se puede usar el operador de dos puntos para definir la matriz de la expresion 
usando el siguiente formato: 

fdr k = inicial : incremento: limite 



Determine el numero de veces que se ejecutarån los ciclos for definidos por las 
siguientes instrucciones. Para verificar su respuesta, utilice la funcion length, que 
devuelve el numero de valores contenidos en un vector. Por ejemplo, el numero de 
veces que se ejecuta el ciclo for del problema 1 es length ( 3 :20) . 

1. for k = 3:20 

2. for count = -2:14 

3. for k = -2:-l:-10 

4. for time =10: -1:0 
5 for time = 10:5 

6. for index = 2:3:12 



CICLO whi le 

El ciclo whi le es una estructura para repetir una serie de instrucciones en tanto se 
cumple una condicion especificada. El formato general de esta estructura de control es 

whi le expresion 
instrucciones 

end 

Si la expresion es verdadera, se ejecutan las instrucciones, después de lo cual se vuel- 
ve a probar la condicion. Si la condicion se sigue cumpliendo, se ejecuta otra vez la 
serie de instrucciones. Si la condicion es falsa, el control pasa a la instruccion que 
sigue a la instruccion end. Las variables modificadas dentro del ciclo deben incluir las 
variables de la expresion, pues de lo contrario el valor de la expresion nunca cambia- 
ria. Si la expresion siempre es verdadera (o es un valor distinto de cero), el ciclo se 





Ciclo infinito 



convierte en un ciclo infinito. 
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Los ciclos son estructuras necesarias en la mayor parte de los lenguajes de alto 
nivel; no obstante, generalmente puede aprovecharse la potencia de las operaciones 
elemento por elemento con matrices para evitar el uso de ciclos en los programas Matlab. 



RESUMEN DEL CAPITULO 



En este capitulo exploramos las di versas f unciones Matlab para crear matrices y para 
calcular nuevas matrices a partir de matrices existentes. Entre ellas estån las funcio- 
nes matemåticas, funciones trigonométricas, funciones de anålisis de datos, funciones 
de niimeros aleatorios y funciones logicas; también ilustramos los pasos a seguir para 
crear una funcion escrita por el usuario. Ademås, presentamos las instrucciones y 
funciones de seleccion que nos permiten analizar porciones selectas de las matrices. 
Por ultimo, incluimos una breve descripcion de los ciclos porque a veces se necesitan 
en las soluciones Matlab. 




argumento 


numero aleatorio 


conjugado 


numero aleatorio gaussiano 


desviacion eståndar 


numero aleatorio normal 


formula de Euler 


numero aleatorio uniforme 


funcion 


numero complejo 


grado 


operador logico 


histograma 


operador relacional 


matriz 0-1 


paråmetro 


media 


polinomio 


mediana 


pronunciacion 


métrica 


raiz 


notacion polar 


valor de semilla 


notacion rectangular 


varianza 
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Este resumen de Matlab lista todos los sfmbolos especiales, comandos y funciones 
que definimos en este capitulo. También se incluye una descripcion breve de cada 
uno. 

CARACTERES ESPECIALES 

menor que 
menor que o igual 
mayor que 
mayor que o igual 
igual 
no igual 

y 

o 

no 

COMANDOS Y FUNCIONES 



abs 


calcula valor absoluto o magnitud 


acos 


calcula arcocoseno 


all 


determina si todos los valores son verdaderos 


any 


determina si algun valor es verdadero 


asin 


calcula arcoseno 


atan 


calcula arcotangente de 2 cuadrantes 


atan2 


calcula arcotangente de 4 cuadrantes 


ceil 


redondea hacia °° 


cos 


calcula el coseno de un ångulo 


cumprod 


determina productos acumulativos 


cumsum 


determina sumas acumulativas 


else 


clåusula opcional de la instruccion i f 


elseif 


clåusula opcional de la instruccion i f 


end 


define el final de una estructura de control 


exp 


calcula un valor con base e 


find 


localiza los valores distintos de cero 


f inite 


determina si los valores son finitos 


fix 


redondea hacia cero 



< 

< = 
> 
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f loor 


redondea hacia -oo 


for 


genera una estructura de ciclo 


function 


genera una funcion definida por el usuario 


hist 


dibuja un histograma 


if 


prueba una expresion logica 


isempty 


determina si una matriz estå vacia 


isnan 


determina si los valores son NaN 


length 


determina el numero de valores en un vector 


log 


calcula el logaritmo natural 


loglO 


calcula el logaritmo comun 


max 


determina el valor maximo 


mean 


determina la media 


median 


determina la mediana 


min 


determina el valor minimo 


polyval 


evalua un polinomio 


prod 


determina el producto de los valores 


rand 


genera un numero aleatorio uniforme 


randn 


genera un numero aleatorio gaussiano 


rem 


calcula el residuo de una division 


round 


redondea al entero mås cercano 


sign 


genera -1, 0 o 1 con base en el signo 


sin 


calcula el seno de un ångulo 


sort 


ordena valores 


sqrt 


calcula rafz cuadrada 


std 


calcula desviacion eståndar 


sum 


determina la sumatoria de los valores 


tan 


calcula la tangente de un ångulo 


what 


lista archivos 


while 


genera una estructura de ciclo 




1. Sangre las instrucciones incluidas en una instruccion i f para facilitar su com- 
prension. 

2. Evite usar ciclos porque pueden aumentar significativamente el tiempo de eje- 
cucion de un programa. 
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Notas de depuracion 

1. No olvide encerrar los argumentos de cada funcion en paréntesis. 

2. No use el nombre de variable i o j para otras variables en un programa que 
también use numeros complejos. 

3. Al usar operadores relacionales y logicos, asegurese de que los pasos que se 
ejecutan sean los debidos. 



Problemas 

Trayectoria de cohete. Se estå disenando un cohete pequeno para medir las 
fuerzas de corte del viento en las inmediaciones de tormentas. Antes de iniciar 
las pruebas, los disenadores estån creando una simulacion de la trayectoria del cohe- 
te, y han deducido la siguiente ecuacion que, segun creen, puede predecir el desem- 
peno del cohete, donde t es el tiempo transcurrido en segundos: 

altura = 60 + 2.13f 2 - 0.0013f 4 + 0.000034* 4751 

La ecuacion da la altura sobre el suelo en el instante t. El primer término (60) es la 
altura en pies sobre el suelo de la punta del cohete. 

1. Escriba comandos para calcular y exhibir el tiempo y la altura del cohete desde 
t = 0 hasta el instante en que toque el suelo, en incrementos de 2 segundos. Si el 
cohete no ha tocado el suelo en 100 segundos, imprima valores solo hasta 
t = 100 s. 

2. Modifique los pasos del problema 1 para que, en lugar de una tablå, el progra- 
ma exhiba el instante en el que el cohete comienza a caer hacia el suelo y el 
instante en el que el cohete choca con el suelo. 

Empaque de suturas. Las suturas son hilos o fibras empleados para coser teji- 
dos vivos a fin de cerrar heridas por accidente u operacion. Los paquetes de suturas 
deben sellarse cuidadosamente antes de enviarse a los hospitales de modo que los 
contaminantes no puedan penetrar en los paquetes. El objeto que sella el paquete se 
denomina dado sellador. En general, los dados selladores se calientan con un calen- 
tador eléctrico. Para que el proceso de sellado tenga éxito, el dado de sellado se man- 
tiene a cierta temperatura y debe hacer contacto con el paquete con cierta presion 
durante cierto tiempo. El periodo durante el cual el dado hace contacto con el paque- 
te se denomina tiempo de permanencia. Suponga que los intervalos aceptables de 
paråmetros para un sello correcto son los siguientes: 
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Temperatura; 150-170° C 

Presion: 60-70 psi 

Tiempo de permanencia: 2-2.5 s 

3. Un archivo de datos llamado suture.dat contiene informacion sobre lotes di 
suturas que han sido rechazados durante un periodo de una semana. Cada li- 
nea del archivo de datos contiene el numero de lote, la temperatura, la presior 
y el tiempo de permanencia de un lote rechazado. Un ingeniero de control de 
calidad quiere analizar esta informacion para determinar el porcentaje de los 
lotes rechazados por temperatura, el porcentaje rechazado por presion y el por- 
centaje rechazado por tiempo de permanencia. Si un lote espedfico se rechaza 
por mås de una razon, se debe contar en todos los totales aplicables. Escriba 
instrucciones Matlab para calcular e imprimir estos tres porcentajes. Use los 
siguientes datos: 



Numero 


Temperatura 


Presion 


Tiempo de 


de lote 






permanencia 


24551 


145.5 


62.3 


2.23 


24582 


153.7 


63.2 


2.52 


26553 


160.3 


58.9 


2.51 


26623 


159.5 


58.9 


2.01 


26642 


160.3 


61.2 


1.98 



4. Modifique la solucion del problema 3 de modo que también imprima el numero 
de lotes que hay en cada categoria de rechazo y el numero total de lotes recha- 
zados. (Recuerde que un lote rechazado solo debe aparecer una vez en el total, 
pero podria aparecer en mas de una categoria de rechazo.) 

5. Escriba un programa que lea el archivo de datos suture . dat y se asegure de que 
la informacion corresponda solo a lotes que debieron haberse rechazado. Si al- 
gun lote no deberia estar en el archivo de datos, exhiba un mensaje apropiado 
con la informacion del lote. 

Reforestacion. Un problema de silvicuitura consiste en determinar qué tanta 
area debe dejarse sin cortar de modo que el area cosechada se pueda reforestar en 
cierto tiempo. Se supone que la reforestacion ocurre con una rapidez conocida por 
ano, dependiendo del clima y las condiciones del suelo. Una ecuacion de reforestacion 
expresa este crecimiento en funcion de la cantidad de årboles en pie y la tasa de 
reforestacion. Por ejemplo, si se dejan 100 acres sin cortar después de la cosecha y la 
tasa de reforestacion es de 0.05, habrå årboles en 100 + 0.05 x 100 = 105 acres al final 
del primer ano. Al final del segundo ano, el numero de acres con årboles es de 
105 + 0.05 x 105 = 110.25 acres. 

6. Suponga que hay 14,000 acres en total y se dejan 2500 acres sin cortar, y que la 
tasa de reforestacion es de 0.02. Exhiba una tablå que muestre el numero de 
acres reforestados al final de cada ano, durante un total de 20 anos. 

7. Modifique el programa creado en el problema 6 de modo que el usuario pueda 
introducir el numero de anos que deben usarse para la tablå. 
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8. Modifique el programa creado en el problema 6 de modo que el usuario pueda 
introducir un numero de acres, y el programa determine cuåntos anos se re- 
quieren para que ese numero de acres quede cubierto con årboles. 

Datos de sensores. Suponga que un archivo de datos llamado sensor.dat con- 
tiene informacion recolectada de una serie de sensores. Cada fila contiene una serie 
de lecturas de sensor, donde la primera fila contiene valores tornados a los 0.0 segun- 
dos, la segunda fila contiene valores tornados a los 1.0 segundos, etc. 

9. Escriba un programa que lea el archivo de datos y exhiba el numero de sensores 
y el numero de segundos de datos contenidos en el archivo. 

10. Escriba un progama que procese de antemano los datos de sensores de modo 
que todos los valores mayores que 10.0 se igualen a 10.0, y todos los valores 
menores que -10.0 se igualen a -10.0. 

11. Escriba un programa que exhiba los subindices de los valores de datos de 
sensores cuyo valor absoluto sea mayor que 20.0. 

12. Escriba un programa que exhiba el porcentaje de los valores de datos de sensores 
que son 0. 

Salida de una planta de energfa eléctrica. La salida de potencia en megawatts 
de una planta de energia eléctrica durante un periodo de ocho semanas se almaceno en 
un archivo de datos llamado piant.dat. Cada linea del archivo representa los datos 
de una semana, y contiene la salida de los dias 1, 2, . . . , 7. 

13. Escriba un programa que use los datos de salida de la planta de electricidad y 
exhiba un informe que liste el numero de dias en los que la salida de potencia 
fue mayor que el promedio. El informe deberå indicar el numero de la semana 
y el numero de dia para cada uno de esos dias, ademas de mostrar la salida de 
potencia media de la planta durante el periodo de ocho semanas. 

14. Escriba un programa que use los datos de salida de la planta de electricidad e 
indique el dia y la semana en los que ocurrio la salida de potencia måxima y 
minima. Si el måximo o el minimo ocurrio en mås de un dia, se deben indicar 
todos los dias en cuestion. 

15. Escriba un programa que use los datos de salida de la planta de electricidad e 
indique la salida de potencia media para cada semana. Ademas, exhiba la sali- 
da de potencia media para el dia 1, el dia 2, etcétera. 




GRAN DESAFIO: 
Mapas del genoma humano 

Descifrar el codigo genético humano lmplica localizar, identificar y determinar la funcion 
de cada uno de los 50,000 a 100,000 genes contenidos en el ADN humano. Cada gen es un 
hilo de doble héHce compuesto por pares de bases de adenina unida a timina o de citosina 
unida a guanina, dispuestos en forma de escalones con grupos fosfato a un lado, Dado 
que el ADN dirige la produccion de las proteinas, las proteinas produridas por una célula 
dan un indicio de la secuencia de pares de bases en el ADN. La instrumenlacidn 
desarrollada para la ingenieria genética es extremadamente util paraesta labor 
detectivesca. Un secuenciador de proteinas inventado en 1969 puede identificar la 
secuencia de aminoacidos de una molécula proteinica. Una vez que conocen el orden de 
los aminoacidos, los biologos pueden comenzar a identificar el gen que fabrico esa 
proteina. Un sintetizador de ADN, inventado en 1982, puede construir genes pequenos 0 
Iragmentos de genes a partir de ADN. Estas investigaciones, y la instrumentacion que 
utilizan, son componentes cia ve para comenzar a elaborar mapas del genoma humano. 
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4.1 Operaciones con matrices 

4.2 Resolucion aplicada de problemas: Pesos moleculares de proteinas 

4.3 Funciones matriciales 

Resumen del capitulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
Notas de estilo, Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

Una matriz es una forma conveniente de representar datos de ingenieria. En capitulos anteriores 
vimos los cålculos y funciones matemåticas que se pueden aplicar elemento por elemento a los valo- 
res de las matrices. En este capitulo presentaremos una serie de operaciones y funciones matriciales 
que se aplican a la matriz como un todo, no a elementos individuales dentro de la matriz. Primero 
consideraremos una serie de cålculos matemåticos que producen nuevos valores a partir de una o 
mas matrices. 
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Operaciones con matrices 



En muchos cålculos de ingenieria se usan matrices como una forma conveniente de 
representar un conjunto de datos. En este capitulo nos interesan principalmente las 
matrices que tienen mås de una fila y mås de una columna. Recuerde que la multipli- 
cacion escalar y la surna y resta de matrices se efecnian elemento por elemento y ya 
se trataron en el capitulo 2 cuando hablamos de las operaciones de arreglos. En este 
capitulo trataremos la multiplicacion de matrices; la division de matrices, que se pre- 
sentarå en el capitulo 5, sirve para calcular la solucion de un conjunto de ecuaciones 
lineales simultåneas. 



TRANSPOSICION 



Transpuesta La transpuesta de una matriz es una nueva matriz en la que las filas de la matriz 
original son las columnas de la nueva. Usamos el supraindice T después del nombre 
de una matriz para referirnos a la transpuesta. Por ejemplo, considere la siguiente 
matriz y su transpuesta: 



2 7 4 16 
5 3 5 13 
1 8 21 0. 





2 


5 


1 


A = 


7 


3 


8 




4 


5 


21 




l16 


13 


0. 



Si consideramos un par de elementos, vemos que el valor que estå en la posicion (3,1) 
de A ahora estå en la posicion (1,3) de A T , y el valor que estå en la posicion (4,2) de A 
paso a la posicion (2,4) de A T . En general, los submdices de fila y columna se 
intercambian para formår la transpuesta; asi, el valor que estå en la posicion pasa 
a la posicion 

En Matlab denotamos la transpuesta de la matriz a con a ■ . Observe que la trans- 
puesta tiene un tamano diferente del de la matriz original si ésta no es cuadrada. 
Usaremos con frecuencia la operacion de transposicion para convertir un vector fila 
en uno columna y viceversa. 



PRODUCTO PUNTO 



Producto punto El producto punto es un escalar calculado a partir de dos vectores del mismo tama- 
no. Este escalar es la surna de los productos de los valores que estån en posiciones 
correspondientes de los vectores, como se muestra en la ecuacion de sumatoria, que 
supone que hay N elementos en los vectores Ay B: 



N 

producto punto = A • B = X ab. 

i-l 

Como ilustracion, suponga que A y B son los siguientes vectores: 



A = [4 -1 3] B = [-2 5 2] 
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El producto punto es entonces: 

A-B =4- (-2) + (-1)- 5 + 3.2 
= (-8) + (-5) + 6 
= -7 

En Matlab podemos calcular el producto punto con la funcion dot: 

dot (a, b) Calcula el producto punto de a y b. Si a y b son matrices, 

el producto punto es un vector de fila que contiene los produc- 
tos punto de las columnas correspondientes de a y b. 

Asi, podriamos usar las siguientes instrucciones para calcular el valor de A-B del 
ejemplo anterior: 

A = [4,-1,3]; 
B = [-2,5,2]; 
C = dot(A,B); 

Cabe senalar que el producto punto también podria calcularse con la siguiente ins- 
truccion: 

C = sum(A. *B) ; 

MULTIPLICACION DE MATRICES 

La multiplicacion de matrices no se calcula multiplicando los elementos correspon- 
Multiplicacion dientes de las matrices. En la multiplicacion de matrices, el valor que estå en la 
de matrices posicion c del producto C de dos matrices, A y B, es el producto punto de la fila i de 

la primera matriz y la columna / de la segunda matriz, como se muestra en la ecua- 

cion de sumatoria: 

N 

c.. = X a.b,. 

i,i i,k k,j 

k = l 

Puesto que el producto punto exige que los vectores tengan el mismo numero de 
elementos, la primera matriz (A) debe tener tantos elementos (N) en cada fila como ele- 
mentos hay en cada columna de la segunda matriz (B). Por consiguiente, si tanto A 
como B tienen cinco filas y cinco columnas, su producto tiene cinco filas y cinco co- 
lumnas. Ademås, para estas matrices podemos calcular tanto AB como BA, aunque 
en general no serån iguales. 

Si A tiene dos filas y tres columnas, y B tiene tres filas y tres columnas, el pro- 
ducto AB tendrå dos filas y tres columnas. Por ejemplo, considere las siguientes ma- 
trices: 




0 2 
4 -2 
2 1 
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El primer elemento del producto C = AB es: 

3 

C u = £ a i Ai 



= a u b u +a iAi +a iAi 



= 2-l + 5-(-l) + l-5 
= 2 



De forma similar, podemos calcular el resto de los elementos del producto de A por B: 
AB = C = 



2 22 -5 
-8 10 -7 



En este ejemplo, no podemos calcular BA porque B no tiene el mismo numero de 
elementos en cada fila que A tiene en cada columna. 

Una forma fåcil de decidir si existe un producto de matrices es escribir los ta- 
manos de las matrices uno junto al otro. Si los dos numeros interiores son iguales, 
existe el producto, y el tamano del producto estå determinado por los dos numeros ex- 
teriores. En el ejemplo anterior, el tamano de A es 2 x 3, y el de B, 3 x 3. Por tanto, si 
queremos calcular AB, escribimos los tamanos uno junto al otro: 

2 x 3, 3 x 3 
t t T 



t 



Los dos numeros interiores son 3, asi que AB existe, y su tamano estå determinado 
por los dos numeros exteriores, 2 x 3. Si queremos calcular, BA, escribimos otra vez 
los tamanos uno junto al otro: 

3 x 3, 2 x 3 



Los dos numeros interiores no son iguales, asi que BA no existe. 

En Matlab, la multiplicacion de matrices se denota con un asterisco. Por tanto, 
los comandos para generar las matrices del ejemplo anterior y para calcular su pro- 
ducto son: 



A = [2,5,1; 0,3,-1]; 

B = [1,0,2; -1,4,-2; 5,2,1]; 

C = A*B; 



Si ejecutamos el comando Matlab c = b*a, recibimos un mensaje de advertencia 
diciéndonos que C no existe. Use la funcion size para determinar y verificar los ta- 
manos de las matrices si no tiene la seguridad de que el producto exista. 

Suponga que I es una matriz de identidad cuadrada (recuerde del capitulo 2 
que una matriz de identidad tiene unos en la diagonal principal y ceros en las demås 
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posiciones.) Si A es una matriz cuadrada del mismo tamano, entonces AI e IA son 
ambos iguales a A. Use una matriz A pequena y verifique a mano que estos produc- 
tos de matrices son iguales a A. 

POTENCIAS DE MATRICES 

Recuerde que, si a es una matriz, a. * 2 es la operacion que eie va al cuadrado cada 
elemento de la matriz. Si queremos eie var al cuadrado la matriz, es decir, si quere- 
mos calcular a*a, podemos usar la operacion a*2. Asi, am equivale a a*a*a*a. Para 
poder realizar la multiplicacion de dos matrices, el numero de filas de la primera ma- 
triz debe ser igual al numero de columnas de la segunda; por tanto, para elevar una 
matriz a una potencia la matriz debe tener el mismo numeros de filas que de colum- 
nas; es decir, la matriz debe ser cuadrada. 

POLINOMIOS DE MATRICES 

Recuerde que un polinomio es una funcion de x que puede expresarse en la siguiente 
forma general: 

f (x) = a Q x N + a, x"- 1 + a 2 x N ~ 2 + . . . + a N _ 2 x 2 + a N ^x + a N 

donde la variable es x y los coeficientes del polinomio estån representados por los 
valores de a v etc. Si x es una matriz, la ecuacion es un polinomio de matrices y 
requiere multiplicacion de matrices para calcular términos como a Q x N . Considere el 
siguiente polinomio: 

f (x) = 3x 4 - 0.5x 3 + x - 5.2 

Si queremos evaluar esta funcion para una matriz x, podemos usar operaciones de 
matrices como en la siguiente instruccion: 

f = 3*xM - 0.5*xa3 + x - 5.2; 

También podemos evaluar un polinomio de matrices usando la funcion poiyvaim: 

poiyvaim<a,x) Evalua un polinomio con coeficientes a para los valores 
de la matriz cuadrada x. El resultado es una matriz con el 
mismo tamano que x. 

Asi pues, podemos usar los siguientes comandos para evaluar el polinomio de matri- 
ces antes mencionado: 

a = [3,-0.5,0,1,-5.2]; 
f = polyvalm(a,x) ; 

Si el polinomio contiene un término escalar (como -5.2 en este ejemplo), poiyvaim lo 
evaluarå como una matriz identidad multiplicada por el valor escalar. 
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Use Matlab para definir las siguientes matrices, y luego calcule las matrices espe- 



cificadas, si existen. 






2 1 




A = 


0 -1 


B = 




. 3 o. 






3 2 




C = 


-1 -2 


D- 




. 0 2. 





1. DB 2 2. BC T 

3. (CB)D T 4. AC T 



4.2 Resolucion aplicada de problemas: Pesos moleculares de proteinas 

Un secuenciador de proteinas es un equipo avanzado que desempena un papel cla- 
ve en la ingenieria genética. El secuenciador puede determinar el orden de los 
Aminoåcidos aminoåcidos que constituyen una molécula de proteina, similar a una cadena. El 
orden de los aminoåcidos ayuda a los ingenieros genéticos a identificar el gen que 
produjo la proteina. Se usan enzimas para disolver los enlaces con los genes vecinos, 
separando asi el valioso gen del ADN. A continuacion, el gen se inserta en otro orga- 
nismo, como una bacteria, que se multiplicarå, multiplicando también el gen ajeno. 

Aunque solo existen 20 aminoåcidos distintos en las proteinas, las moléculas de 
proteina tienen cientos de aminoåcidos unidos en un orden especifico. En este pro- 
blema, suponemos que se ha identificado la secuencia de aminoåcidos de una 
molécula de proteina y que deseamos calcular el peso molecular de la molécula de 
proteina. La tablå 4.1 contiene un listado alfabético de los aminoåcidos, su referencia 
de tres letras, y sus pesos moleculares. 

La entrada de este problema es un archivo de datos que contiene el numero y 
tipo de moléculas de aminoåcidos en cada molécula de proteina. Suponga que el 
archivo de datos es generado por la instrumentacion del secuenciador de proteinas. 
Cada Knea del archivo de datos corresponde a una proteina, y cada Knea contiene 20 
enteros que corresponden a los 20 aminoåcidos en el orden alfabético que se muestra 
en la tablå 4.1. Cada entero indica cuåntos de ese aminoåcido en particular hay en la 
proteina. Por ejemplo, una Knea que contiene los siguientes valores representa la pro- 
teina LysGluMetAspSerGlu: 

00010200000110010000 



El archivo de datos se llama protein.dat. 
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TABLÅ 4.1 Aminoåcidos 



Aminoåcido 


Referenda 


Peso molecular 


i 

i . 


Alanina 


A 1 ^ 

/\ia 


07 


Z. 


Arginina 


A rer 
/Vig 


1 7^ 


o 


Asparagina 


A sn 


loZ 


4. 


Aspartico 


Asp 


1 70 

loZ 


c 
0. 


Cisterna 


Cys 


1Z 1 


/_ 
o. 


Cilutamico 


vj 1 U 


1 

14:0 


/ . 


Olutamina 




1 A A 


Q 
O. 


Glicina 


Ljiy 


/0 


o 

y. 


Histidina 


Rie 


1 ^A 
1 OO 


1U. 


Isoleucina 


ne 


Jol 


1 1 




Leii 


1 71 
lai 


1Z. 


Lisina 


Lys 


147 


13. 


Metionina 


iVICL 


1 


14. 


Fenilalanina 


1 ne 


-i er 
lOO 


15. 


Prolina 


Pro 


116 


16. 


Serina 


Ser 


105 


17. 


Treonina 


Thr 


119 


18. 


Triptofano 


Trp 


203 


19. 


Tirosina 


Tyr 


181 


20. 


Valina 


Val 


117 



1. PLANTE AMIENTO DEL PROBLEMA 

Calcular los pesos moleculares de un grupo de moléculas de proteinas. 

2. DESCRIPCltfN DE ENTRADAS/SALIDAS 

El siguiente diagrama de E/S indica que la entrada es un archivo que contiene los 
aminoåcidos identificados en un grupo de moléculas de proteinas. La salida del 
programa es el conjunto correspondiente de pesos moleculares de proteinas. 




pesos moleculares 



132 
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3. EJEMPLO A MANO 



Suponga que la molécula de proteina es la siguiente: 

LysGluMetAspSerGlu 
Los pesos moleculares correspondientes de los aminoacidos son: 

147, 146, 149, 132, 105, 146 

Por tanto, el peso molecular de las proteinas es de 825. El archivo de datos conten- 
dria la siguiente linea para esta proteina: 

00010200000110010000 

El peso molecular de la proteina es la surna del producto del numero de aminoacidos 
y los pesos correspondientes. Esta surna de productos puede considerarse como 
un producto punto entre el vector de proteina y el vector de pesos. Si calculamos 
el peso molecular de un grupo de proteinas, podemos hacerlo en forma de pro- 
ducto de matrices, como se muestra en el siguiente ejemplo para dos proteinas: 



00010200000110010000 
0 100011003000000010 0. 



SOLUCI6N Matlab 



89 
175 
132 
132 
121 
146 
146 

75 
156 
131 
131 
147 
149 
165 
116 
105 
119 
203 
181 
117 



825 
L1063 



Al reconocer que este problema se puede plantear como una multiplicacion de 
matrices, hemos simplificado la solucion Matlab. La informacion de aminoacidos 
se lee del archivo de datos y se coloca en la matriz protein, y luego se define un 
vector de columna mw con los pesos moleculares de los aminoacidos. Asi, los pesos 
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moleculares de las proteinas estarån contenidos en el vector calculado como el 
producto de matrices de protein y mw. 

% Este programa calcula los pesos moleculares de un grupo 
% de moléculas de proteina. Un archivo de datos contiene 
% la ocurrencia y el numero de aminoåcidos en eida 
% molécula de proteina. 

% 

load protein.dat; 

mw = [89 175 132 132 121 146 146 75 156 131 

131 147 149 165 116 105 119 203 181 117]; 

% 

weights = protein*mw'; 

% 

[rows,cols] = size (protein); 
for k=l : rows 

f printf ( 'proteina %3.0f: peso raolecular = %5.0f \n ' , . . . 
k, wieghts (k) ) ; 

end; 



5. PRUEBA 

Suponga que las proteinas identificadas son las siguientes: 

GlylleSerThrTrp 
AspHisProGln 
ThrTyrSerTrpLysMetHisMet 
AlaValLeuValMet 

LysGliiMetAspSerGluLysGlnGlyGlu 

El archivo de datos correspondiente sera entonces: 

00000001010000011100 
00010010100000100000 
00000000100120011110 
10000000001010000002 
00010401000210010000 

La salida de este archivo de prueba es la siguiente: 

proteina 1: peso molecular = 633 

proteina 2: peso molecular = 550 

proteina 3; peso molecular = 1209 

proteina 4: peso molecular - 603 

proteina 5: peso molecular = 1339 



El ciclo for de este ejemplo podria eliminarse fåcilrnente si solo nos interesara 
exhibir los pesos moleculares y no quiséramos alternar entre un valor de contador 
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(o indice) y un peso molecular. Por ejemplo, suponga que sustituimos el ciclo for 
por esta instruceion: 



fprintf { 'peso molecular = %5,0f \n', weights); 



Entonces, la salida sena: 



peso molecular = 633 

peso molecular « 550 

peso molecular = 1209 

peso molecular = 603 

peso molecular = 1339 



En los problemas del final del capftulo se incluyen otros problemas relacio- 
nados con esta aplicacion. 



4.3 Funciones matriciales 



Varias funciones de Matlab tienen que ver con los usos de matrices en el algebra 
lineal. En esta seccion presentamos funciones relacionadas con el cålculo de la inver- 
sa de una matriz y el determinante de una matriz. También presentaremos funciones 
para calcular los vectores propios y valores propios de una matriz y para descompo- 
ner una matriz en un producto de otras matrices. 

INVERSO Y RANGO DE UNA MATRIZ 



Inversa 



Rango 



Por definicion, la inversa de una matriz cuadrada A es la matriz A 1 para la cual los 
productos de matrices AA" 1 y A" 1 A son iguales a la matriz identidad. Por ejemplo, 
considere las siguientes dos matrices, A y B: 



B = 



1.5 

-2 



-0.5 
1. 



Si calculamos los productos AB y BA, obtenemos las siguientes matrices. (Rea- 
lice las multiplicaciones de matrices a mano para asegurarse de seguir los pasos.) 



AB = 



BA = 



Por tanto, A y B son inversos una de la otra, o sea, A = B _1 y B = A" 1 . 

No existe la inversa de una matriz mal condicionada o singular. En el capftulo 
5 se presenta una interpretacion gråfica de una matriz mal condicionada y se relacio- 
na con un sisterna de ecuaciones en el que las ecuaciones no son independientes entre 
si. El rango de una matriz es el numero de ecuaciones independientes representadas por 
las filas de la matriz. Por tanto, si el rango de una matriz es igual al numero de filas 
que tiene, la matriz no es singular y existe su inversa. 
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El cålculo del rango y de la inversa de una matriz son procesos tediosos; por 
fortuna, Matlab contiene funciones que se encargan de esos cålculos: 

rank (A) Calcula el rango de la matriz a. Si el rango es igual al numero 
de filas de a, la matriz no es singular y existe su inversa. 

inv(A) Calcula el inverso de la matriz a, si existe. Si la inversa no existe, 
se exhibe un mensaje de error. 

Considere las siguientes instrucciones que usan la matriz de la explicacion an- 
terior: 

A = [2,1; 4,3] ; 

rank (A) 

B = inv(A) 



El valor calculado para el rango de a es 2, y el valor de b es: 
B = 



1.5 -0.5 
-2 1 



Las siguientes instrucciones determinan el rango de una matriz c y luego calcu- 
lan la inversa de c o bien exhiben un mensaje para indicar que no existe la inversa de 
esa matriz: 

[nr, nc] = size (C) ; 
i f rank(C) == nr 

f printf (' Inversa de la matriz: \n'); 

inv(C) 
else 

f printf ('La inversa no existe. \n'); 

end 

Como se ilustro con este ejemplo, conviene evitar realizar cålculos que generen men- 

fc)/,/r sajes de error de Matlab. i&» a& r//r. //ir&ya *«<>/t/<fytia<) iwføw/rwv r/e a 

//'si t/e/we&s* é\v&&*/siMJøp&> s/i<zé styiw/føceJ. 

DETERMIN ANTE S 

Determinante Un determinante es un escalar calculado a partir de los elementos de una matriz 

cuadrada. Los determinantes tienen varias aplicaciones en ingenieria, incluido el cålcu- 
lo de inversas y la resolucion de sisternas de ecuaciones simultåneas. En el caso de 
una matriz de 2 x 2, el determinante es: 

lAl = «1,1*2,2- S/U 

Por tanto, el determinante de A, o I A I , es igual a 8 para la siguiente matriz: 

A-I 1 3 
A -1 5 
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Para una matriz A de 3 x 3, el determinante es: 

~ fl 3,3*2,i a U 

Si A es la siguiente matriz, 





~ 1 


3 


0 


A = 


-1 


5 


2 




L 1 


2 


1_ 



entonces I A I es igual a5 + 6 + 0- 0- 4- (-3) = 10. Se requiere un proceso mas 
complicado para calcular determinantes de matrices con mås de tres filas y columnas. 
Matlab calcula el determinante de una matriz usando la funcion det: 

det (a) Calcula el determinante de una matriz cuadrada a. 

Ast el valor de det ( [1,3,0; -1,5,2; i, 2, i] ) es 10. 



;Practique! 



Use Matlab para definir las siguientes matrices. Luego calcule las matrices y de- 
terminantes especificados, si existen. 





2 


1 ' 




A = 


0 


-1 






. 3 


0 j 






3 


2 " 




C = 


-1 


-2 






. 0 


2 j 




1. (AC T )-' 




2 


3. 1 AC T 1 




4 



D = [ 1 2 ] 

I B I 

(CA)" 1 



VECTORES PROPIOS Y VALORES PROPIOS 

Suponga que A es una matriz cuadrada de n x n. Sea X un vector de columna con n 
filas, y sea X un escalar. Considere la siguiente ecuacion: 

AX = ^X (4.1) 

Ambos miembros de esta ecuacion son iguales a un vector de columna con n filas. Si 
X se llena con ceros, esta ecuacion sera vålida para cualquier valor de X, pero se trata 
de una solucion trivial. Los valores de X para los que X es distinto de cero se deno- 

Valor propio minan valores propios de la matriz A, y los valores correspondientes de X se de- 

Vector propio nominan vectores propios de la matriz A. 
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La ecuacion (4.1) también puede servir para determinar la siguiente ecuacion: 

(A-?tI)X = 0 (4.2) 

donde I es una matriz identidad de n x n. Esta ecuacion representa un conjunto de 
ecuaciones homogéneas, porque el miembro derecho de la ecuacion es cero. Un con- 
junto de ecuaciones homogéneas tiene soluciones no triviales si y solo si el determi- 
nante es igual a cero: 



I A - Ai I = 0 



(4.3) 



La ecuacion (4.2) representa la ecuacion caracteristica de la matriz A. Las soluciones 
de la ecuacion también son los valores propios de la matriz A. 

En muchas aplicaciones, es deseable seleccionar vectores propios de modo que 
QQ r = 1, donde Q es la matriz cuyas columnas son vectores propios. Este conjunto de 
vectores propios representa un conjunto ortonormal, lo que significa que ambos es- 
tån normalizados y son mutuamente ortogonales. (Un conjunto de vectores es 
ortonormal si el producto punto de un vector consigo mismo es igual a 1 y el produc- 
to punto de un vector con otro vector del conjunto es cero.) 

A fin de ilustrar estas relaciones entre una matriz y sus valores y vectores pro- 
pios, considere la siguiente matriz A: 



A = 



0.50 
0.25 



0.25 
0.50 



Los valores propios pueden calcularse usando la ecuacion caracteristica: 



I A - XI I = 



0.50 
0.25 



■X 2 
0 



0.25 
0.50 - X 

X + 0.1875 



Esta ecuacion puede resolverse con facilidad usando la ecuacion cuadråtica, y da 
como resultado X 0 = 0.25 y X^ = 0.75 (si una matriz tiene mås de dos filas y dos colum- 
nas, determinar los valores propios a mano puede ser una tarea agotadora). Los 
vectores propios se pueden determinar usando los valores propios y la ecuacion (4.2), 
como se muestra aquf para el valor propio 0.25: 



0.50 -0.25 


0.25 


*, 




~0~ 


0.25 


0.50 -0.25 






0 



o sea, 



0.25 


0.25" 






~0~ 


0.25 


0.25. 


-' V 2- 




0 



Pero este par de ecuaciones produce la siguiente ecuacion: 



x, = - x 2 
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Por tanto, hay un niimero infinito de vectores propios asociados al valor propio 0.25. 
A continuacion mostramos algunos de esos vectores propios: 



1 




5 




0.2 


-1 




-5 




-0.2 



De forma similar, puede demostrarse que los vectores propios asociados al va- 
lor propio 0.75 tienen la siguiente relacion: 



x^=x 2 



Una vez mas, hay un niimero infinito de vectores propios asociados a este valor 
propio, como 



1.5 




-5 




-0.2 


1-5, 




-5 




.-0-2. 



Para determinar el conjunto ortonormal de vectores propios para el sencillo 
ejemplo que hemos estado usando, recuerde que queremos seleccionar los vectores 
propios de modo que QQ T = I. Por tanto, considere lo siguiente: 



QQ T = 



c 1 



-C z + C ~ 

C 2 + C 2 
L l Tl 2J 



La resolucion de este conjunto de ecuaciones da: 



c L — c L 



^0.5 



Asi, c 1 puede ser 1 / (V2) o bien -1 / (V2); de forma similar, c 2 puede ser 1 / (V2) o bien 
1/(V5). Por tanto, hay muchas variaciones de los mismos valores que pueden servir 
para determinar el conjunto de vectores propios ortonormales. Escogeremos los si- 
guientes: 



Q = 



Los cålculos para obtener los vectores propios y el conjunto correspondiente de 
vectores propios ortonormales ha sido relativamente sencillo para la matriz A que 
tiene dos filas y dos columnas; sin embargo, debe ser obvio que los calculos se com- 
plican considerablemente al aumentar el tamano de la matriz A. Por tanto, es muy 



1 


1 " 


V2 


V2 


1 


1 


V2 


V2 
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comodo poder utilizar Matlab para determinar tanto los vectores propios como los 
valores propios para una matriz A: 

eig (a) Calcula un vector de columna que contiene los valores 

propios de a. 

[Q,d] = eig (A) Calcula una matriz cuadrada q que contiene los vectores 
propios de a como columnas, y una matriz cuadrada d que 
contiene los valores propios (X) de a en la diagonal. Los 
valores de q y d son tales que q*q • es la matriz identidad 
y a*x es igual a X multiplicado por x. 

Podemos ilustrar la funcion eig con el ejemplo desarrollado en esta seccion; 
para ello usamos las siguientes instrucciones: 

A = [0.50, 0.25; 0.25, 0.50]; 
[Q,d] = eig(A) ; 

Los valores de q y d son los siguientes: 

[" 0.7071 0.7071' 
Q [ -0.7071 0.7071 _ 

0.25 0.0 
d |_ 0.0 0.75 _ 

Estos valores concuerdan con los que calculamos a mano para este ejemplo, pero 
recuerde que la solucion no es unica; por tanto, los cålculos manuales podrian produ- 
cir una solucion distinta a la de la funcion de Matlab. Si usamos multiplicacion de 
matrices podremos comprobar fåcilmente que q*q ■ es la matriz identidad y que a*x 
es igual a X por x. 



. , , . - ■ i ■■ ■■ ■ 



Sea A la siguiente matriz: 

~ 4 3 0" 
3 6 2 
_ 0 2 4_ 

Use Matlab para contestar las siguientes preguntas: 

1. Determine X v X 2 , X y los tres valores propios de A. 

2. Determine un conjunto de vectores propios ortonormales, X y X 7 , X 3 tales que 
X 1 este asociado a X v etc. 

3. Calcule I A - XI I y verifique que sea igual a cero para cada uno de los valores 
propios. 

4. Demuestre que AQ = Qd, donde Q es la matriz que contiene los vectores 
propios como columnas y d es la matriz que contiene los valores propios corres- 
pondientes en la diagonal principal y ceros en todas las demås posiciones. 
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DESCOMPOSICIONES 



En esta seccion presentamos tres descomposiciones o factorizaciones de matrices 
que pueden ser utiles para resolver problemas que incluyen matrices. Todas estas 
técnicas descomponen una matriz Aenun producto de otras matrices. El empleo del 
producto factorizado reduce el numero de operaciones necesarias para muchos tipos 
de cal cu los con matrices; por tanto, muchas técnicas numéricas que usan matrices 
convierten las matrices en formas descompuestas o factorizadas. 



Factorizacion triangular. La factorizacion triangular expresa una matriz cua- 
drada como el producto de dos matrices triangulares: una matriz triangular inferior 
(o matriz triangular inferior permutada) y una matriz triangular superior. Esta 
factorizacion también se conoce como factorizacion LU (por lower-upper, inferior- 
superior). La factorizacion LU no es unica. 

Es comun utilizar la factorizacion triangular para simplificar los calculos en los 
que intervienen matrices; es uno de los pasos que su el en usarse para obtener el deter- 
m in an te de una matriz grande, cal cu I ar la invers a de una matriz y resolver ecuaciones 
lineales simultaneas. 

La factorizacion puede efectuarse comenzando con el producto I A, don de 1 tie- 
ne el mismo tamano que A. Se realizan operaciones de fila y columna sobre A con 
objeto de reducirla a una forma triangular superior; las mismas operaciones se realizan 
con la matriz identidad. En el proceso de realizar las operaciones de fila, puede resul- 
tar necesario intercambiar filas a fin de producir la forma triangular superior desea- 
da. Estos mismos intercambios de filas se realizan con la matriz identidad, con el 
resultado de que la matriz identidad se transforma en una matriz triangular inferior 
permutada en lugar de una matriz triangular inferior estricta. Como ilustracion, sean 
A y B las siguientes matrices: 



A = 



1 

-2 
-1 



2 -1 
-5 3 
-3 0 



B = 



1 3 2 
-2 -6 1 

2 5 7 



Usando el proceso antes descrito, podemos demostrar que A y B se pueden 
factorizar para dar las siguientes formas LU: 



A = 



1 0 0 
-2 1 0 
-1 1 1 



1 2 -1 
0 -1 1 

0 0-2 



B = 



1 0 0 
-2 0 1 

2 1 0 



1 3 2 
0-1 3 
0 0 5 



Observe que la factorizacion de B produce una forma triangular inferior permutada; 
si se intercambian las filas 2 y 3, la forma triangular inferior permutada se convertira 
en una forma triangular inferior estricta. 
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La funcidn lu de Matlab calcula la factorizacion Lu: 

[l,u] = iu(A) Calcula un factor triangular inferior permutado en l y un 
factor triangular superior en u tales que el producto de l 
y u es igual a a. 

Para calcular la factorizacion LU de las dos matrices empleadas en el ejemplo 
anterior, usamos las siguientes instrucciones: 

A= [1,2,-1; -2,-5,3; -1,-3,0]; 

[LA, UA] = lu (A) ; 

B = [1,3,2; -2,-6,1; 2,5,7] ; 

[LB, UB] = lu(B); 

La factorizacion LU produce las siguientes matrices: 





-0.5 


1 


0 




~-2 


-5 


3 


LA = 


1 


0 


0 


UA = 


0 


-0.5 


0.5 




. 0.5 


1 


1 _ 




. 0 


0 


-2 




r -0.5 


0 


1 " 




~-2 


-6 


1 


LB = 


1 


0 


0 


UB = 


0 


-1 


8 




- -1 


1 


0 - 




- 0 


0 


2.5 - 



Es facil verificar que a es igual a la*ua y que b es igual a lb*ub. También resulta 
interesante observar que ninguna de estas factorizaciones coincide con la que gene- 
ramos a mano antes en esta seccion; esto no debe preocuparnos, pues ya senalamos 
que la factorizacion LU no es unica. Ademas, observe que ambas factorizaciones in- 
cluyen un factor triangular inferior permutado. 

Factorizacion QR. La técnica de factorizacion QR factoriza una matriz A para 
dar el producto de una matriz ortonormal y una matriz triangular superior. (Recuer- 
de que una matriz Q es ortonormal si QQ T = I.) No es necesario que la matriz A sea 
una matriz cuadrada para realizar una factorizacion QR. 

La factorizacion QR puede determinarse ejecutando el proceso Gram-Schmidt 
con los vectores de columna de A para obtener una base ortonormal. La solucion de 
mfnimos cuadrados de un sisterna sobredeterminado AX = B es la solucion del siste- 
rna cuadrado RX =Q T B. 

La funcidn qr sirve para realizar la factorizacion QR en Matlab: 

[Q,r] = qr(A) Calcula los valores de q y r tales que a = qr. q sera una 
matriz ortonormal, y r sera una matriz triangular supe- 
rior. 

Para una matriz a de tamanom xn, el tamano deoesm xm,yeltamano de r es m x n. 
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Descomposicidn de valor singular. La descomposicion de valor singular (SVD) 
es otra factorizacion de matriz ortogonal. La SVD es la descomposicion mås confiable, 
pero puede requerir hasta 10 veces mås operaciones aritméticas que la factorizacion 
QR. La SVD descompone una matriz A (de tamano m x n) para dar un producto de 
tres factores de matrices, 

A-USV 

donde U y V son las matrices ortogonales y S es la matriz diagonal. El tamano de U es 
m x m, el tamano de V es n x n, y el tamano de S es m x n. Los valores de la matriz 
diagonal S se denominan valores singulares y son los que dan su nombre a la técnica 
de descomposicidn. El numero de valores singulares distintos de cero es igual al 
rango de la matriz. 

La factorizacion SVD puede obtenerse usando la funcion svd: 

[u,s,v] = svd(A) Calcula la factorizacion de a para dar el producto de tres 
matrices, usv, donde u y v son matrices ortogonales y s 
es la matriz diagonal. 

svd (A) Devuelve los elementos diagonales de s, que son los 

valores singulares de a. 

Uno de los principales usos de la factorizacion SVD es la resolucion de proble- 
mas de mmimos cuadrados. Esta aplicacion también puede extenderse al empleo de 
SVD para compresion de datos. 



RESUMEN DEL CAPITULO 



En este capftulo definimos la transpuesta, la inversa, el rango y el determinante de 
una matriz. También definimos el cålculo del producto punto (entre dos vectores) y 
el producto de matrices (entre dos matrices). Ademås, presentamos funciones Matlab 
para calcular los valores propios y vectores propios de una matriz, y para calcular 
varias factorizaciones diferentes de una matriz. 



Términos clave 



determinante rango 
inversa transpuesta 
producto punto 
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Resumen de Matlab 

En este resumen de Matlab se listan todos los simbolos especiales, comandos y fun- 
ciones que se definieron en el capftulo. También se incluye una breve descripcion de 
cada uno. 



CARACTERES ESPECIALES 

' Indica la transpuesta de una matriz 

* Indica multiplicacion de matrices 

COMANDOS Y FUNCIONES 



det Calcula el determinante de una matriz 

dot Calcula el producto punto de dos vectores 

eig Calcula los valores y vectores propios de una matriz 

inv Calcula la inversa de una matriz 

lu Calcula la factorizacion LU de una matriz 

qr Calcula la factorizacion QR de una matriz 

rank Calcula el rango de una matriz 

svd Calcula la factorizacion SVD de una matriz 



Notas de 



1 . Incluya sus propias verificaciones de errores con objeto de poder exhibir men- 
sajes especificos. 



Notas de depuraci6n 



1. Use la funcion size para determinar si el producto de dos matrices existe y asi 
evitar errores. 
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Problemas 



Aminoåcidos. Los aminoåcidos de las proteinas contienen moléculas de oxige- 
no (O), carbono (C), nitrogeno (N), azufre (S) e hidrogeno (H), como se muestra en la 
tablå 4.2. Los pesos moleculares del oxigeno, carbono, nitrogeno, azufre e hidrogeno 
son: 



Oxigeno 15.9994 

Carbono 12.011 

Nitrogeno 14.00674 

Azufre 32.066 
Hidrogeno 1.00794 



TABLÅ 4.2 Moléculas de aminoåcidos 



Aminoåcido 


O 


C 


N 


S 


H 


Alanina 


2 


3 


1 


0 


7 


Arginina 


2 


6 


4 


0 


15 


Asparagina 


3 


4 


2 


0 


8 


Aspårtico 


4 


4 




0 


6 


Cisterna 


2 


3 




1 


7 


Glutåmico 


4 


5 




0 


8 


Glutamina 


3 


5 




0 


10 


Glicina 


2 


2 




0 


5 


Histidina 


2 


6 




0 


10 


Isoleucina 


2 


6 




0 


13 


Leucina 


2 


6 




0 


13 


Lisina 


2 


6 




0 


15 


Metionina 


2 


5 




1 


11 


Fenilalanina 


2 


9 




0 


11 


Prolina 


2 


5 




0 


10 


Serina 


3 


3 




0 


7 


Treonina 


3 


4 




0 


9 


Triptofano 


2 


11 




0 


11 


Ti rosina 


3 


9 




0 


11 


Valina 


2 


5 




0 


11 



1. Escriba un programa en el que el usuario introduzca el numero de åtomos de 
oxigeno, carbono, nitrogeno, azufre e hidrogeno de un aminoåcido. Calcule e 
imprima el peso molecular correspondiente. Use un producto punto para calcular 
el peso molecular. 

2. Escriba un programa que calcule el peso molecular de cada aminoåcido de la tablå 
4.2, suponiendo que la informacion numérica de dicha tablå estå contenida en 
un archivo de datos llamado eiements.dat. Genere un nuevo archivo de datos 
llamado weights.dat que contenga los pesos moleculares de los aminoåcidos. 
Use multiplicacion de matrices para calcular los pesos moleculares. 
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3. Modifique el programa creado en el problema 2 de modo que también calcule 
y exhiba el peso molecular promedio de los aminoåcidos. 

4. Modifique el programa creado en el problema 2 de modo que también calcule y 
exhiba los pesos moleculares måximo y minimo. 

Determinantes. Los siguientes problemas definen los cofactores y menores de 
una matriz cuadrada y luego los usan para evaluar un determinante. El valor calcu- 
lado se compara entonces con el determinante calculado con la funcion Matlab det. 

5. El menor de un elemento a., de una matriz A es el determinante de la matriz 
obtenido eliminando la fila y la columna a las que pertenece el elemento dado 
a. .. Asf pues, si la matriz original tiene cuatro filas y cuatro columnas, el menor 
es el determinante de una matriz de tres filas y tres columnas. Escriba una fun- 
cion llamada minor para calcular los menores de una matriz cuadrada con cua- 
tro filas y cuatro columnas. Los argumentos de entrada deben ser la matriz A y 
los valores de i y de j. 

6. Un cofactor A., de una matriz A es el producto del menor de a. y el factor 
Escriba una funcion llamada cofactor para calcular un cofactor de una matriz 
cuadrada con cuatro filas y cuatro columnas. Los argumentos deben ser la ma- 
triz A y los valores de i y de ;'. Tal vez usted quiera hacer referenda a la funcion 
que se pide en el problema 5. 

7. El determinante de una matriz cuadrada A se puede calcular de la siguiente 
forma: 

(a) Seleccione cualquier columna. 

(b) Multiplique cada elemento de la columna por su cofactor. 

(c) Surne los productos obtenidos en el paso (b). 

Escriba una funcion llamada determinant_r para calcular el determinante de 
una matriz cuadrada con cuatro filas y cuatro columnas usando esta técnica. 
Tal vez quiera hacer referencia a la funcion que se pide en el problema 6. Com- 
pare el valor calculado con el valor que se obtiene usando la funcion det. 

8. El determinante de una matriz cuadrada A se puede calcular de la siguiente 
forma: 

(a) Seleccione cualquier fila. 

(b) Multiplique cada elemento de la fila por su cofactor. 

(c) Surne los productos obtenidos en el paso (b). 

Escriba una funcion llamada determinants para calcular el determinante de 
una matriz cuadrada con cuatro filas y cuatro columnas usando esta técnica. 
Tal vez quiera hacer referencia a la funcion que se pide en el problema 6. Com- 
pare el valor calculado con el valor que se obtiene usando la funcion det. 

Factorizaciones. Los siguientes problemas se refieren a las factorizaciones y 
descomposiciones de matrices que vimos en este capitulo. 

9. Escriba una funcion llamada d_matrix que reciba una matriz. Si esta es diago- 
nal, la funcion deberå de vol ver el valor 1; de lo contrario, la funcion deberå 
devolver el valor 0. 
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10. Escriba una funcion llamada ut_matrix que reciba una matriz. Si la matriz es 
triangular superior, la funcion debera devolver el valor 1; de lo contrario, la 
funcion debera devolver el valor 0. 

11. Escriba una funcion llamada it_matrix que reciba una matriz. Si ésta es trian- 
gular inferior, la funcion debera devolver el valor 1; de lo contrario, la funcion 
debera devolver el valor 0. (Trate de imaginar como podrfa usar la funcion del 
problema 10 para crear esta funcion.) 

12. Escriba una funcion llamada p_ut_matrix que reciba una matriz. Si ésta es trian- 
gular superior permutada, la funcion debera devolver el valor 1; de lo contra- 
rio, la funcion debera devolver el valor 0. Tal vez quiera hacer referencia a la 
funcion del problema 10 en su solucion. 

13. Escriba una funcion llamada p_it_matrix que reciba una matriz. Si la matriz es 
triangular inferior permutada, la funcion debera devolver el valor 1; de lo 
contrario, la funcion debera devolver el valor 0. Tal vez quiera hacer referencia 
a la funcion del problema 11 en su solucion. 

14. Escriba una funcion llamada attributes que reciba una matriz. La funcion de- 
bera exhibir cual quiera de los siguientes términos que apliquen a la matriz: 
diagonal, triangular superior, triangular inferior, triangular superior permuta- 
da, triangular inferior permutada. Use las funciones creadas en los problemas 
9 a 13. 

15. Escriba una funcion llamada disparity que reciba una matriz. La funcion debe- 
ra devolver la diferencia entre el valor propio mås grande y el mås pequeno de 
la matriz. 



Técnicas numéricas 

Capitulo 5 Soluciones de sisternas de ecuaciones lineales 

Capitulo 6 Interpolacion y ajuste de curvas 

Capitulo 7 Integracion y derivacion numéricas 

Capitulo 8 Ecuaciones diferenciales ordinarias 



Los capitulos de la Parte II contienen operadores y funciones de Matlab para aplicar las 
técnicas numéricas de uso mås comun. El capitulo 5 presenta una explicacion gråfica 
de la solucion de un conjunto de ecuaciones, y luego presenta dos técnicas en Matlab para 
resolver un sisterna de ecuaciones lineales. En el capitulo 6 se trata la interpolacion de valores 
entre puntos usando interpolacion lineal e interpolacion de spline aibica. Luego se usa 
regresion polinomica para encontrar el polinomio de "mejor ajuste" para modelar un 
conjunto de datos. En el capitulo 7 repasaremos las definiciones de integrales y derivadas, y 
luego desarrollaremos técnicas para estimar una integral como el area bajo una curva usando 
las reglas trapezoidal y de Simpson. Las derivadas se estiman usando aproximaciones de 
pendiente con una diferencia hacia atrås, hacia adelante o central. Por ultimo, resolveremos 
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) usando técnicas de Runge-Kutta en el capitulo 8. 
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GRAN DESAFIO: 
Funcionamiento de vehfculos 

El automovil de esta fotografia es el nuevo vehiculo eléctrico EV1 de General Motors, que 
sera distribuido y comercializado por la Saturn Corporation. Se trata de un véhfculo con 
cero emisiones que acelera de 0 a 60 millas por hora en ocho segundos y tiene un alcance 
pråctico de 80 millas pbr carga, (iri Estados Unidos, un coche se conduce en promedio 30 
millas al dia.) El tiempo de recarga es de aproximadamente tres horas en un circuito de 
220 volts. El véhfculo normålmente se recargarfa durante la noche a fin de distribuir la 
demanda de electricidad y reducir la carga sobre las plantas generadoras. El paquete de 
baterias consiste en 26 modulos plomo-åcido de 12 volts regulados por vålvulas. Se espera 
que las investigaciones durante las proximas décadas ayuden a conferir a los vehfculos 
eléctricos un rendimiento y costos de operacion capaces de competir con los automoviles 
de gasolina actuales. 



Soluciones de sisternas 
de ecuaciones lineales 



5.1 Interpretacion gråfica 

5.2 Soluciones empleando operaciones de matrices 

5.3 Resolucion aplicada de problemas: Andlisis de circuitos eléctricos 

Resumen del capitulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
Notas de estilo, Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

Comenzamos este capitulo con una descripcion gråfica de la solucion a un conjunto de ecuaciones 
simultåneas. Usamos figuras para ilustrar las diferentes situaciones que pueden ocurrir al resolver 
conjuntos de ecuaciones con dos y tres variables. Explicamos las soluciones a conjuntos de ecuacio- 
nes con mas de tres variables en términos de hiperplanos. A continuacion presentamos dos técnicas 
diferentes para resolver un sisterna de ecuaciones simultåneas usando operaciones de matrices. Por 
ultimo, presentamos un ejemplo del anålisis de circuitos eléctricos que usa un conjunto de ecuaciones 
simultåneas para determinar las corrientes de malla en un circuito. 
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CAP. 5 SOLUCIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

Interpretacion gråfica 



Ecuaciones La necesidad de resolver un sisterna de ecuaciones simultaneas es algo comun en los 
simultaneas problemas de ingenieria. Existen varios métodos para resolver un sisterna de 
ecuaciones, pero todos implican operaciones tediosas que van acompanadas de diver- 
sas ocasiones para cometer errores. Por tanto, la resolucion de un sisterna de ecuaciones 
es una operacion que nos gustaria poder dejar a la computadora. No obstante, debe- 
mos entender el proceso a fin de evaluar e interpretar correctamente los resultados 
de la computadora. Para entender el proceso, comenzaremos con una interpretacion 
grafica de la solucion de un conjunto de ecuaciones. 





Figura 5.1 Dos Kneas. 
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Una ecuacion lineal con dos variables, como 2x - y = 3, define una Knea recta y 
con frecuencia se escribe en la forma y — mx + b, donde m representa la pendiente de 
la Knea y b representa la ordenada al origen. Asi, 2x - y = 3 también puede escribirse 
como y = 2x - 3. Si tenemos dos ecuaciones lineales, pueden representar dos Kneas 
diferentes que se cruzan en un solo punto, o representar dos Kneas paralelas que 
nunca se cruzan, o pueden representar la misma Knea; estas posibilidades se mues- 
tran en la figura 5.1. Las ecuaciones que representan dos lmeas que se cruzan se 
pueden identificar fåcilmente porque tienen pendiente distinta, como en y = 2x - 3 y 
y = -x + 3. Las ecuaciones que representan dos Kneas paralelas tienen la misma pen- 
diente pero diferente ordenada al origen, como en y = 2x - 3 y y = 2x +1 . Las ecuaciones 
que representan la misma linea tienen la misma pendiente y ordenada al origen, como 
en y = 2x - 3 y 3y = 6x - 9. 

Si una ecuacion lineal contiene tres variables, x, y y z, representa un piano en 
un espacio tridimensional. Si tenemos dos ecuaciones con tres variables, pueden re- 
presentar dos pianos que se cruzan en una Knea recta, dos pianos paralelos o el mis- 
mo piano. Estas posibilidades se muestran en la figura 5.2. Si tenemos tres ecuaciones 
con tres variables, los tres pianos se pueden cruzar en un solo punto, pueden cruzar- 
se en una linea, pueden no tener un punto de interseccion comun o pueden represen- 
tar el mismo piano. En la figura 5.3 se muestran ejemplos de las posibilidades que 
hay si las tres ecuaciones definen tres pianos distintos. 




(c) 

Figura 5.2 Dos pianos. 
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(e) 



Figura 5.3 Tres pianos distintos. 

Estas ideas pueden extenderse a mås de tres variables, aunque es mås dificil 
Hiperplano visualizar las situaciones correspondientes. Llamamos hiperplano al conjunto de 
puntos definido por una ecuacion con mås de tres variables. En general, podemos 
considerar un conjunto de M ecuaciones lineales que contienen N incognitas, donde 
cada ecuacion define un hiperplano linico que no es idéntico a ningun otro hiperplano 
del sisterna. Si M < N, el sisterna estå subespecificado, y no existe una solucion uni- 
ca*. Si M = N, existirå una solucion linica si ningun par de ecuaciones representa 
hiperplanos paralelos. Si M > N, el sisterna estå sobreespecificado, y no existe una 
solucion unica**. El conjunto de ecuaciones también se denomina sisterna de 
ecuaciones. Un sisterna de ecuaciones que tiene una solucion unica es no singular, y 
uno que no tiene solucion unica recibe el nombre de sisterna singular!. 

* Esto significa que si M < N y el sisterna tiene solucion, entonces tendrå una infinidad de soluciones. 

Sin embargo, puede suceder que el sisterna no tenga solucion aunque haya mås incoginitas que 

ecuaciones. 
** Para el sisterna: 

x + y = 2 

2*-y«l 

x + 2y = 3, 

M = 3 > N = 2, de modo que la unica solucion es x = 1, y = 1. De hecho, en el caso en que M > N, el 
sisterna puede no tener solucion, tener solucion unica o una infinidad de soluciones. 
t Por lo general, los términos no singular y singular solo se usan cuando M = N. 
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En muchos problemas de ingenieria nos interesa determinar si existe una solu- 
cidn a un sisterna de ecuaeiones. Si existe, desearemos determinarla. En la siguiente 
seccion veremos dos métodos para resolver un sisterna de ecuaeiones usandoMATLAB. 

5.2 Soluciones empleando operaciones de matrices 

Considere el siguiente sisterna de tres ecuaeiones con tres incognitas: 

3x +2y -z = 10 
-x +3y +2z = 5 
x -y -z = -1 

Podemos reescribir este sisterna de ecuaeiones usando las siguientes matrices: 





3 


2 


-1 




x 




10 


A = 




3 


2 


X = 


y 


B = 


5 




1 


-1 


-1 




z 




-1 



Si usamos multiplicacion de matrices (repase la seccion 4.1 si es necesario), el sisterna 
de ecuaeiones puede escribirse de esta forma: 

AX = B 

Realice la multiplicacion para convencerse de que esta ecuacion de matrices produce 
el conjunto de ecuaeiones original. 

Si usamos una letra distinta para cada variable, la notacion se vuelve torpe 
cuando el numero de variables es mayor que tres. Por tanto, modificamos nuestra 
notacion de modo que las variables se designen con x v x 2 , x y etc. Si reescribimos el 
conjunto inicial de ecuaeiones usando esta notacion, tenemos: 

3x ] +2x 2 -x 3 = 10 
-x 1 +3x 2 +2x 3 = 5 
x, -x 2 -x 3 = -1 

Este conjunto de ecuaeiones se representa entonces con la ecuacion de matrices AX = 
B, donde X es el vector de columna [x y x 2 , x 3 ] T . 

Se usa generalmente la ecuacion de matrices AX = B para expresar un sisterna de 
ecuaeiones; sin embargo, también podemos expresarlo usando vectores de fila para 
B y X. Por ejemplo, considere el conjunto de ecuaeiones que empleamos en la ex- 
plicacion anterior. Podemos escribir el conjunto de ecuaeiones como XA = B si X, A y 
B se definen como sigue: 







3 


-1 


1 




X = [x 1 x 2 x 3 ] 


A = 


2 


3 


-1 


B = [10 5 -1] 




-1 


2 


-1 





Una vez mas, haga la multiplicacion para convencerse de que la ecuacion de matrices 
genera el conjunto original de ecuaeiones. (Observe que la matriz A en esta ecuacion 
es la transpuesta de la matriz A de la ecuacion de matrices original.) 
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Un sisterna de ecuaciones es no singular* si la matriz A que contienen los coefi- 
cientes de las ecuaciones es no singular. Recuerde que en la seccion 4.3 dijimos que el 
rango de una matriz puede servir para determinar si es no singular. Por tanto, a fin 
de evitar errores, evalue el rango de A (usando la funcion rank) para asegurarse de 
que el sisterna sea no singular antes de tratar de calcular su solucion. Ahora presen- 
taremos dos métodos para resolver un sisterna no singular. 

DIVISION DE MATRICES 

En Matlab, podemos resolver un sisterna** de ecuaciones simultåneas usando divi- 
sidn de matrices. La solucion de la ecuacion de matrices AX = B puede calcularse 
usando division izquierda de matrices, como en a\b; la solucion de la ecuacion de 
matrices XA = B puede calcularse usando division derecha de matrices, como en b/a. 
(Matlab usa una técnica numérica de eliminacidn gaussiana para realizar la divi- 
sion de matrices tanto izquierda como derecha.) 

Como ilustracion, podemos definir y resolver el sisterna de ecuaciones del ejem- 
plo anterior usando la ecuacion de matrices AX = B como se muestra en estas instruc- 
ciones: 

A = [3,2,-l;-l,3,2;l,-l,-l]; 
B = [10,5, -1] ' ; 
X = A\B; 

El vector x contiene ahora los siguientes valores: -2, 5, -6. Para confirmar que los 
valores de x si resuelven las ecuaciones, podemos multiplicar a por x usando la ex- 
presion a*x. El resultado es un vector de columna que contiene los valores 10, 5, -1. 

También podemos definir y resolver el mismo sisterna de ecuaciones usando la 
ecuacion de matrices XA = B como se muestra en las siguientes instrucciones: 

A = [3,-1,1; 2,3,-1; -1,2,-1]; 
B = [10,5,-1] ; 
X = B/A; 

El vector x contiene ahora los siguientes valores: -2, 5, -6. Para confirmar que los 
valores de x si resuelven las ecuaciones, podemos multiplicar x por a usando la ex- 
presion x*a. El resultado es un vector de columna que contiene los valores 10, 5, -1. 

Si un conjunto de ecuaciones es singular, se exhibe un mensaje de error; el vector 
de solucion puede contener valores de NaN o +~> o -°o, dependiendo de los valores de 
las matrices a y b. Un conjunto de ecuaciones también puede definir un sisterna que 
contiene algunas ecuaciones que describen hiperplanos muy cercanos al mismo 
hiperplano o que casi son hiperplanos paralelos. Estos sisternas se denominan siste- 
rnas mal condicionados. Matlab calcula una solucion, pero exhibe un mensaje de 
advertencia para indicar que los resultados podnan ser inexactos. 

* Aquf debe suponerse que el sisterna es cuadrado (M=N) y que, por tanto, Å es cuadrada. 
** Nuevamente, aquf el sisterna debe ser cuadrado para poder aplicar esta técnica. 
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INVERSION DE MATRICES 



También podemos resolver un sisterna de ecuaciones usando la inversa de la matriz 
A, siempre que exista dicha inversa. Por ejemplo, supongamos que A, X y B son las 
matrices que definimos antes: 



A = 



3 2-1 
-13 2 
1 -1 -1. 



X = 



10 
5 
-1 



Entonces, AX = B. Suponga que premultiplicamos ambos miembros de esta ecuacion 
de matrices por A -1 , asi: 

A 1 AX = A *B 

Dado que A~ J A es igual a la matriz identidad I, tenemos: 

IX = A l B 

o sea 

X = A'B 

En Matlab, podemos calcular esta solucion usando el siguiente comando: 

x = inv(A)*B 

Esta solucion se calcula usando una técnica diferente de la resolucion que emplea 
division izquierda de matrices, pero ambas soluciones serån idénticas si el sisterna 
no esta mal condicionado. 

Este mismo sisterna de ecuaciones puede resolverse también usando la inversa 
de una matriz si el sisterna se expresa en la forma XA = B, donde: 

3 -1 1 
2 3-1 
L-l 2 -1 



X = [x, x 2 x 3 ] A = 



B = [10 5 -1] 



Si postmultiplicamos ambos miembros de la ecuacion de matrices por A -1 , tenemos 
XAA 1 = BA 1 

Puesto que A A -1 es igual a la matriz identidad I, tenemos: 

XI = BA- 1 
o sea, 

X = BA 1 

En Matlab, podemos calcular esta solucion con el siguiente comando: 

x = B*inv(A) 

Tenga presente que b debe definirse como vector fila para poder usar esta forma de 
resolucion.* 



* Existen otras instrucciones, numérica y computacionalmente muy eficaces, para resolver no solo siste- 
rnas cuadrados, sino sisternas M °° N; consulte, por ejemplo, el comando he lp rref . 
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Resuelva los siguientes sisternas de ecuaciones usando division de matrices y ma- 
trices inversas. Use Matlab para verificar las soluciones mediante multiplicacion 
de matrices. Para cada sisterna que contenga ecuaciones con dos variables, grafique 
las ecuaciones en los mismos ejes para mostrar la interseccidn o bien para mostrar 
que el sisterna es singular y no tiene una solucion unica. 



1. 


-2x, 


+3 2 


= -3 










+3 2 


= 3 






2. 


— 2jc, 


+3' 2 


= -3 








-2x, 


+3 2 


= 1 






3. 


-2.3, 
1 


+.3 2 


= -3 








-6*, 


+3*, 


= -9 






4. 


-lx 

i 


+x n 


= -3 








Åx \ 


■4- V 


= -3.00001 




5. 


3*, 


+2x 2 




= 10 






"*i 


+3x" 2 


+2*3 


= 5 






*. 






= -1 




6. 




+2x 2 




= 1 








+3x 2 


+2* 3 


= 1 








-3, 




= 1 




7. 


10,3, 


-7x, 


+0x 3 


= 7 






-3x, 


+2x 2 


+6x 3 


= 4 






5*, 




+5*, 


= 6 




8. 


• Y , 


+4x 2 


~ X 3 




= 2 




2.3, 


+7x~ 


+X 3 




= 16 






+4x, 






= 1 




33, 


-10*! 


-2x 3 


+5x Å 

4 


= -15 



5.3 Resolucion aplicada de problemas: Anålisis de circuitos eléctricos 



El anålisis de un circuito eléctrico con frecuencia implica obtener la solucion de un 
conjunto de ecuaciones simultaneas. En muchos casos estas ecuaciones se deducen 
empleando ecuaciones de corriente que describen las corrientes que entran y salen de 
un nodo o bien ecuaciones de voltaje que describen los voltajes alrededor de lazos 
del circuito. Por ejemplo, considere el circuito que se muestra en la figura 5.4. Las tres 
ecuaciones que describen los voltajes alrededor de los tres lazos son las siguientes: 
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R 3 



R 5 




ii ) Ro 




il Ra 





Figura 5.4 Circuito con dosfuentes devoltaje. 



-V, +Rj, +R 2 (i 1 -i 2 ) =0 
R 2 (i,-i t ) +Rj 2 +R 4 (i 2 -i,) =0 
R 4 (»,-i 2 ) +R 5 / 3 =0 

Si suponemos que se conocen los valores de las resistencias (R,, R 2 , Æ y R 4 , R.) y de las 
fuentes de voltaje (V v V 2 ), las incognitas del sisterna de ecuaciones son las corrientes 
de malla (i y i t i 3 ). Entonces, podemos reacomodar el sisterna de ecuaciones asi: 

(R, + R,)z, -RJ 2 +0z; = V l 

-R/, +(R 2 +R,+R 4 )i 2 -R 4 / 3 = 0 

0'', -RJ 2 +(R 4 + R 5 )' 3 = -v 2 

Escriba un programa Matlab que permita al usuario introducir los valores de las 
cinco resistencias y los de las dos fuentes de voltaje. El programa calculara entonces 
las tres corrientes de malla: 



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 



Usando valores de entrada para las resistencias y las fuentes de voltaje, calcule las 
tres corrientes de malla en el circuito de la figura 5.4. 



2. DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 

El siguiente diagrama de E/S muestra los cinco valores de resistencia y los dos 
valores de voltaje que son las entradas del programa. La salida consiste en las tres 
corrientes de salida. 



valores de resistencia 
valores de voltaje — 




valores de corriente 
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3. EJEMPLO A MANO 

Para el ejemplo a mano usamos los siguientes valores: 

J^=R 2 = 2? 3 = R 4 = l? 5 ==lohm 
V x - V 2 = 5 volts 

El conjunto de ecuaciones correspondiente es, entonces, 

2i } -i 2 +0/ 3 = 5 
~\ +3/ 2 -i 3 = 0 

Podemos usar Matlab para calcular la solucidn usando division de matrices o bien 
la inversa de una matriz. Para el presente ejemplo, usaremos las siguientes instruc- 



ciones: 



A= [2, -1, 0;-l, 3,-1/0, -1,2] ; 
B = [5,0,-5] 
X = A\B 

ERR = sum(A*X-B) 



Se exhiben los valores del vector solucion, junto con la surna de los valores de 
a*x-b, que debe ser 0 si el sisterna es no singular. Para el presente ejemplo, la 
salida es la siguiente: 

x = 

2.5000 
0 

-2.5000 

ERR = 

0 ; < 

SOLUCION Matlab 

En la solucion Matlab, pediremos al usuario introducir los parametros del circui- 
to. Después de resolver el sisterna de ecuaciones, exhibiremos las corrientes de 
malla resultantes, que después podrån usarse para calcular la corriente o el voltaje 
en cualquier punto del circuito. Aunque usamos la variable i por congruencia con 
la notacion de las ecuaciones, debemos tener presente que no habnamos podido 
usar i para calculos con numeros complejos. 

% Este programa lee valores de resistencia y voltaje 

% y calcula las corrientes de malla correspondientes 

% para un circuito eléctrico especif icado . 

% 

R = input (■ Introduzca los valores de resistencia en ohms, [R1...R5]'); 

v = input ( 1 Introduzca los valores de voltaje en volts, [VI V2] ' ) ; 

% 
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% 



Inicializar matriz A y vector B usando la forma AX = B. 



% 



A 



[ R(l)+R(2), 
-R<2), 
0, 



-R(2) , 



0 



R(2)+R(3)+R(4) , 
-R(4), 



-R<4) ; 
R(4)+R(5> ); 



B 



[ v(l) 



0 



-v(2) } 



% 



i f rank (A) == 3 

fprintf (' Corrientes de malla \n') 

i * A\B 
else 

fprintf ( f No existe una solucién unica ' ) 



La siguiente interaccion con el programa verifica los datos empleados en el ejem- 
plo a mano: 

Introduzca los valores de resistencia en ohms, [R1...R53 [1111 1] 
Introduzca los valores de voltaje en volts, [vi v2] [5 5] 
Corrientes de malla 
i = 

2.5000 



La siguiente interaccion calcula las corrientes de malla usando un conjunto distin- 
to de valores de resistencia y de voltaje. 

Introduzca los valores de resistencia en ohms, [RI. . ,R5] [2866 4] 
introduzca los valores de voltaje en volts, [vi v2] [40 20] 
Corrientes de malla 
i = 

5.6000 
2.0000 
-0.8000 

Verifique esta solucion multiplicando la matriz a por el vector i. 



end 



PRUEBA 



o 



-2.5000 




Iniciamos este capitulo con una interpretacion gråfica de la solucion de un conjun- 
to de ecuaciones simultåneas. Presentamos gråficas que ilustran los distintos casos 
que pueden ocurrir con ecuaciones de dos y tres variables. Luego extendimos el 
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analisis a un conjunto de N ecuaciones con N incognitas, suponiendo que cada 
ecuacion representa un hiperplano. Se presentaron dos métodos para resolver un 
sisterna no singular de ecuaciones usando operaciones de matrices. Un método 
utiliza division de matrices; el otro emplea el inverso de una matriz para resolver 
el sisterna de ecuaciones. Las técnicas se ilustraron con un ejemplo que resuelve 
un sisterna de ecuaciones simultåneas para determinar corrientes de malla. 



Términos clave 



ecuaciones simultåneas 

hiperplano 

inversa 

mal condicionamiento 
no singular 



rango 
singular 

sisterna de ecuaciones 
sisterna sobreespecificado 
sisterna subespecificado 



Resumen de Matlab 

En este resumen de Matlab se listan todos los simbolos especiales, comandos y fun- 
ciones que se definieron en el capitulo. También se incluye una breve descripcion de 
cada uno. 

CARACTERES ESPECIALES 

\ division izquierda de matrices 
/ division derecha de matrices 



Notas de 

1 . Para fines de documentacion, use las matrices a y b para guardar los coeficien- 
tes de un sisterna de ecuaciones. Después, en un comentario, indique si la forma 
esAX=BoXA=B. 



Notas de depuracion 



1. Use la funcion rank para asegurarse de que un sisterna de ecuaciones sea no 
singular antes de intentar calcular la solucion. 



Problemas 

Los problemas 1 al 3 tienen que ver con las aplicaciones de ingenieria que se presen- 
taron en el capitulo. Los problemas 4 al 8 se relacionan con nuevas aplicaciones de 
ingenieria. 
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Circuito eléctrico. Estos problemas se relacionan con el problema de circuito 
eléctrico presentado en la seccion 5.3. 

1. Modifique el programa creado en la seccion 5.3 de modo que acepte los valores 
de resistencia en kiloohms. No olvide modificar el resto del programa de mane- 
ra acorde. 

2. Modifique el programa creado en la seccion 5.3 de modo que forzosamente las 
dos fuentes de voltaje tengan el mismo valor. 

3. Modifique el programa creado en la seccion 5.3 de modo que las fuentes de 
voltaje sean de 5 volts cada una. Luego suponga que todos los valores de resis- 
tencia son iguales. Calcule las corrientes de malla para valores de resistencia de 
100, 200, 300, 1000 ohms. 

Circuito eléctrico con una sola fuente de voltaje. Estos problemas presentan 
un sisterna de ecuaciones generado por un circuito eléctrico con una sola fuente de 
voltaje y cinco resistores. 

4. El siguiente conjunto de ecuaciones define las corrientes de malla en el circuito 
que se muestra en la figura 5.5. Escriba un programa Matlab que calcule las 
corrientes de malla usando valores de resistencia y voltaje introducidos por el 
usuario. 

v x +R 2 (i { - y +r 4 (*- - y = o 

R Å + R A~h) +K 2 0\-i 1 )=0 
R 3 (i 3 -i 2 ) +R 5 / 3 +K 4 0' 3 -/ 1 )=0 



"i 

MT 




Figura 5.5 Circuito con una fuente de voltaje. 



5. Modifique el programa del problema 4 de modo que exhiba los coeficientes y 
constantes del sisterna de ecuaciones que se estå resolviendo. 

Ecuaciones simultaneas. Suponga que un archivo de datos llamado eqns.dat 
contiene los coeficientes de un conjunto de ecuaciones simultaneas. Cada linea del 
archivo contiene los coeficientes y la constante de una ecuacion; el archivo contiene 
los datos de N ecuaciones con N incognitas. 
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6 . Escriba un programa que lea el archivo de datos egns . dat . Determine si algunas 
de las ecuaciones representan hiperplanos paralelos (recuerde que las ecuacio- 
nes de dos hiperplanos paralelos tienen los mismos coeficientes lineales o 
multiplos de los mismos coeficientes, pero con diferentes constantes). Exhiba 
los datos de cada grupo de lineas que represente hiperplanos paralelos. 

7. Escriba un programa que lea el archivo de datos egns . dat. Determine si cuales- 
quiera de las ecuaciones representan los mismos hiperplanos (recuerde que las 
ecuaciones para los mismos hiperplanos son iguales o multiplos unas de otras). 
Exhiba los datos de cada grupo de lfneas que represente el mismo hiperplano. 

8. Combine los pasos de los dos problemas anteriores para generar un programa 
que solo exhiba los datos de las ecuaciones tomadas del archivo de datos que j 
representen hiperplanos distintos y no paralelos. Indique también el numero j 
de ecuaciones que quedan. j 

i 

Soluciones por matriz inversa. Use la matriz inversa para determinar las solu- 
ciones de los siguientes conjuntos de ecuaciones lineales. Describa cada conjunto usan- 
do la notacion AX = B y la notacion XA = B; compare las soluciones empleando ambas 
formas de notacion. Use el operador de transposicion para convertir las matrices de 
una forma a la otra. 

9. x + y + z + f = 4 
2x - y + t = 2 

3x + y- z- f = 2 
x - 2y - 3z + t = -3 

10. 2x+3y + z + f = 1 
x -y - z + t =1 
3x + y + z + 2f = 0 
~x + z - t = -2 

11. x-2y + z + f = 3 
x + z = t 

2y - z = t 

x + 4y + 2z - t = 1 

12. x + 2y+-w = 0 

3x + y + 4z + 2w = 3 
2x ~3y - z + 5w = l 
x + 2z + 2w = -1 

Hiperplanos en interseccion. Para cada uno de los siguientes puntos, genere 
dos conjuntos distintos de ecuaciones simultåneas que se intersequen de manera unica 
en el punto dado. Luego resuelva cada conjunto de ecuaciones para verificar que la 
solucion es la esperada. 

13. [3,-5,7] 

14. [0-2,1.5,5] 

15. [1,2,3-2,-1] 





GRAN DESAFIO: 
Funcionamiento de vehiculos 



La recoleccion de datos es una parte importante del desarrollo de nuevos principios y 
teorfas cientfficos. En esta fotografia, un astronauta realiza preparativos para una larga 
prueba térmica de un traje espacial en la plataforma de carga del Endeavour. También se 
muestra el sisterna manipulador remoto que se usa para sacar objetos del espacio de carga 
del transbordador y meterlos en éi. Los sisternas manipuladores como este y muchos otros 
endiversos tipos de robots usan un sisterna de control avanzado para guiar el brazo a los 
lugares deseados. Uno de los requisitos de tales sisternas de control es que el brazo se 
debe mover de un lugar a otro siguiendo una trayectoria continua, evitando tirones 
abruptos que pudieran hacer que los objetos se suelten o danar el objeto o el brazo mismo. 



Interpolacidn 
y ajuste de curvas 



6.1 Interpolacidn 

6.2 Resolucion aplicadci de problemas: Manipuladores de brazo robot ico 

6.3 Ajuste de curvas de minimos cuadrados 

Resumen del capitulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
Notas de estilo, Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

En este capitulo supondremos que tenemos un conjunto de datos que ha sido obtenido de un experi- 
mento o por observacion de un fenomeno fisico. Estos datos generalmente pueden considerarse como 
coordenadas de puntos de una funcion f(x). Nos gustaria usar dichos puntos de datos para determi- 
nar estimaciones de la funcion/(x) para valores de x que no formaban parte del conjunto de datos 
original. Por ejemplo, suponga que tenemos los puntos de datos (a, f (a)) y (c,/(c)). Si queremos esti- 
mar el valor def(b), donde a<b< c, podriamos suponer que f(a) y f(c) estan unidos por una linea recta 
y usar interpolacion lineal para obtener el valor de f(b). Si suponemos que los puntos f(a) y f(c) estan 
unidos por un polinomio cubico (de tercer grado), usarfamos un método de interpolacion de spline 
ciibica para obtener el valor de f(b). La mayor parte de los problemas de interpolacion se pueden 
resolver usando uno de estos métodos. Un tipo similar de problema de ingeniena requiere el calculo 
de una ecuacion para una funcion que "se ajuste bien" a los puntos de datos. En este tipo de proble- 
ma, no es necesario que la funcion pase realmente por todos los puntos dados, pero debe ser la que 
"mejor se ajuste" a ellos en algun sentido. Los métodos de minimos cuadrados ofrecen el mejor ajuste 
en términos de minimizar el cuadrado de las distancias entre los puntos dados y la funcion. A conti- 
nuacion explicamos con mayor detalle la interpolacion y el ajuste de curvas, dando ejemplos. 
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6.1 Interpolacion 



En esta seccion presentaremos dos tipos de interpolacion: interpolacion lineal e 
interpolacion con spline cubica. En ambas técnicas, supondremos que tenemos un con- 
junto de coordenadas xy, donde y es funcion de x; es decir, y =/(x). Suponemos ademås 
que necesitamos estimar un valor/(b) que no es uno de los puntos de datos originales, 
pero que esta entre dos de los valores x del conjunto original de puntos de datos. En la 
figura 6.1 mostramos un conjunto de seis puntos de datos que han sido conectados 
mediante segmentos de recta y mediante segmentos de un polinomio cubico (de tercer 
grado). En esta figura es evidente que los valores determinados para la funcion entre 
los puntos de muestreo dependen del tipo de interpolacion que escojamos. 



Interpolacion lineal y con spline cubica 



100 




Figura 6.1 Interpolacion lineal y con spline cubica. 



INTERPOLACION LINEAL 

Una de las técnicas mas comunes para estimar datos entre dos puntos de datos dados es 
Interpolacion ' la interpolacion lineal. La figura 6.2 muestra una grafica con dos puntos de datos 
lineal f(a) y f(c). Si suponemos que la funcion entre los dos puntos se puede estimar con una 

lmea recta, podremos calcular el valor de la funcion en cualquier punto entre los dos 

valores de datos usando una ecuacion que se deduce de los triangulos similares. Esta 

ecuacion general es: 

m =/(«)+— -(fc) -/(«)) 

Dado un conjunto de puntos de datos, es relativamente fåcil interpolar un nuevo 
punto entre dos de los puntos dados. Sin embargo, la interpolacion requiere varios 
pasos, porque primero debemos encontrar los dos valores de nuestros datos entre los 
que cae el punto deseado. Cuando hallemos esos dos valores, podremos usar la ecua- 
cion de interpolacion. La funcion Matlab de interpolacion interpi se encarga de 
todos estos pasos. 

La funcion interpi realiza la interpolacion usando vectores con los valores x y 
y. La interpolacion lineal es la técnica de interpolacion por omision, aunque también 
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f(a)-f(b) = f(a)-f(c) 
b-a c-a 



f(a) 



+ f{c) 



Figura 6.2 Tridn gulos similares. 



puede especificarse explicitamente en la funcion. La funcion supone que los vectores 
x y y contienen los valores de datos originales y que otro vector x_new contiene los 
nuevos puntos para los cuales deseamos calcular los valores interpolados y_new. Para 
que la funcion opere correctamente, los valores x deben estar en orden ascendente, y 
los valores x_new deben estar en orden y dentro del intervalo de los valores x: 



interpl (x # y, x_new) 



interpl (x, y, x_new, ' linear ' ) 



Devuelve un vector del tamano de 
x„new, que contiene los valores y 
interpolados que corresponden 
a x_new usando interpolacion lineaL 

Devuelve un vector del tamano de 
x_new, que contiene los valores y 
interpolados que corresponden 
a x_new usando interpolacion lineaL 

A fin de ilustrar el empleo de esta funcion, usaremos el siguiente conjunto de 
mediciones de temperatura tomadas de la cabeza de cilindros de un motor nuevo 
que se estå probando con miras a usarse en un auto de carreras: 



Tiempo, s 

0 
1 
2 
3 
4 
5 



Temperatura, °F 

0 
20 
60 
68 
77 
110 



Primero almacenamos esta informacion en vectores: 
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x = 0:5; 

y = [0, 20, 60, 68, 77, 110] ; 

Ahora podemos usar la funcion interpi para interpolar una tempera tura que corres- 
ponda a cualquier instante entre 0.0 y 5.0 segundos. Por ejemplo, considere los si- 
guientes comandos: 

yl = interpi (x, y, 2 . 6) ; 
y2 = interpi (x,y, 4.9) ; 

Los valores correspondientes de yl y y2, con precision de un decimal, son 64.8 y 
106.7. 

Si el segundo argumento de la funcion interpi es una matriz, la funcion de- 
vuelve un vector de fila con el mismo numero de columnas, y cada valor devuelto se 
interpol a a parti r de la columna de datos correspondiente. Por ejemplo, suponga que 
medimos temperaturas en tres puntos de la cabeza de cilindros del motor, no en un 
solo punto, como en el ejemplo anterior. El conjunto de datos sera: 



Tiempo, s 


Tempi 


Temp2 


Temp3 


0 


0 


0 


0 


1 


20 


25 


52 


2 


60 


62 


90 


3 


68 


67 


91 


4 


77 


82 


93 


5 


110 


103 


96 



Almacenamos esta informacion en una matriz, con los datos de tiempo en la primera 
columna: 

x( :,1) = (0:5) ' ; 

y(:,l) = [0,20,60,68,77,110]'; 

y(:,2) = [0,25,62,67,82,103]'; 

y( : ,3) = [0,52,90,91,93,96] ' ; 

Si queremos determinar valores de temperatura interpolados en los tres puntos del 
motor a los 2.6 segundos, usamos el siguiente comando: 

temps = interpi (x, y, 2.6); 

El valor de temps sera entonces [64.8, 65.0, 90.6]. 

INTERPOLACION DE SPLINES CUBICAS 

Spline cubica Una splitte cubica es una curva continua construida de modo que pase por una serie 
de puntos. La curva entre cada par de puntos es un polinomio de tercer grado, calcu- 
lado para formår una curva continua entre los dos puntos y una transicion suave entre 
este polinomio de tercer grado y el de los dos puntos anteriores. Refiérase a la spline 
cubica que se muestra en la figura 6.1 y que conecta seis puntos; se usan en total 
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cinco ecuaciones cubicas distintas para generar esta funcion continua que une los 
seis puntos. 

En Matlab, la spline cubica se calcula con la funcion interpi usando un argu- 
mento que especifica interpolacion de spline cubica en lugar de la interpolacion por 
omision, que es la lineal. Esta funcion supone que los vectores x y y contienen los 
valores de datos originales y que otro vector x_new contiene los nuevos puntos para 
los cuales deseamos calcular los valores interpolados y_new. Los valores x deben estar 
en orden ascendente, y los valores x_new deben estar dentro del intervalo de los valo- 
res x: 

interpi (x,y,x_new, 1 spline ' ) Devuelve un vector de columna que 

contiene los valores y interpolados 
que corresponden a x„new usando 
interpolacion de spline cubica. 

Como ilustracion, suponga que queremos usar interpolacion de spline cubica, 
en vez de lineal, para calcular la temperatura de la cabeza de cilindros a los 2.6 se- 
gundos. Podemos usar las siguientes instrucciones: 

x = 0:5; 

y = [0,20,60,68,77,110] ; 

tempi = interpi (x, y, 2 . 6 ,' spline ' ) 

El valor de tempi es 67.3. Si queremos usar interpolacion de spline cubica para calcu- 
lar las temperaturas en dos instantes diferentes, podemos usar esta instruccion: 

temp2 = interpi (x,y, [2 . 6, 4 . 9] , ' spline ' ) 

El valor de temp2 es [67.3, 105.2]. (Los valores calculados empleando interpolacion 
lineal fueron [64.8, 106.7].) 

Si queremos trazar una curva de spline cubica en un intervalo de valores, pode- 
mos generar un vector new_x con la definicion que deseamos que tenga la curva y 
usarlo como tercer paråmetro de la funcion interpi. Por ejemplo, las siguientes ins- 
trucciones generaron las funciones de la figura 6.1: 

% Estas instrucciones comparan la interpolacion 
% lineal con la de spline cubica. 

% 

x = 0:5; 

y = [0,20,60,68,77,110] ; 
new x = 0:0.1:5, 

new_yl = interpi (x, y, new_x, ' linear ') ; 
new y2 = interpi (x, y, new„x, ' spline ' ) ; 
subplot (2, 1,1),... 

plot (new_x, new_yl, new_x, new_y2 ,x,y,'o'),... 

title (' Interpolacion lineal y con spline cubica'),... 

xlabel ( ' x ' ) , grid, . . . 

axis( [-1,6,20,120] ) 
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Suponga que tenemos el siguiente conjunto de puntos de datos: 



Tiempo, s 


Tempera tura, °F 


U.U 


72.5 


0.5 


78.1 


1.0 


86.4 


1.5 


92.3 


2.0 


110.6 


2.5 


111.5 


3.0 


109.3 


3.5 


110.2 


4.0 


110.5 


4.5 


109.9 


5.0 


110.2 



1. Genere una grafica que compare la conexidn de los puntos de temperatura 
con Kneas rectas y con una spline cubica. 

2. Calcule valores de temperatura en los siguientes instantes usando 
interpolacion lineal e interpolacion con spline cubica: 

0.3, 1.25, 2.36, 4.48 

3. Compare los valores de tiempo que corresponden a estas temperaturas usando 
interpolacion lineal e interpolacion con spline cubica. 

81, 96, 100, 106 



6.2 Resolucion aplicada de problemas: Manipuladores de brazo robotico 

La imagen con que inicia el capitulo muestra el sisterna manipulador remoto del 
transbordador sujetando el Observatorio de rayos gamma (GRO) en el momento en 
que comienza a sacar el GRO del espacio de carga del transbordador. Los sisternas 
manipuladores como éste y muchos otros en diversos tipos de robots usan un sisterna 
de control avanzado para guiar el brazo manipulador a los lugares deseados. Uno de 
los requisitos de tales sisternas de control es que el brazo se debe mover de un lugar 
a otro siguiendo una trayectoria continua, evitando tirones que podnan hacer que el 
objeto se sol tara o que se danara el objeto o el brazo mismo. Por tanto, la trayectoria 
del brazo se disena inicialmente en términos de cierto numero de puntos por los que 
el brazo debe pasar, y luego se emplea interpolacion para disenar una curva continua 
que contenga a todos los puntos. Consideraremos este problema suponiendo que el 
brazo manipulador se estå moviendo en un piano, aunque tales brazos generalmente 
se mueven en un espacio tridimensional, no bidimensional. 
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Una parte importante del desarrollo de un algoritmo o solucidn para un proble- 
ma es considerar con cuidado si existen o no casos especiales que deban tenerse en 
cuenta. En este problema, estamos suponiendo que los puntos por los que el brazo 
debe pasar estån en un archivo de datos, y también que dichos puntos estån en el 
orden necesario para que el brazo se mueva a cierto lugar para sujetar un objeto, se 
mueva a otro lugar donde soltarå el objeto, y regrese a la posicion original. También 
supondremos que se incluyen puntos intermedios en la trayectoria para guiar el brazo 
de modo que sortee obståculos o pase cerca de sensores que estan recabando infor- 
mation. Por tanto, cada punto tendrå tres coordenadas: las coordenadas x y y relati- 
vas a la posicion base del brazo manipulador y una tercera coordenada codificada 
como sigue: 



Queremos usar una spline cubica para guiar el brazo manipulador al objeto, luego al 
punto donde debe soltarlo y por ultimo a la posicion original. 



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Disenar una curva continua, utilizando interpolacion con spline cubica, que pue- 
da servir para guiar un brazo manipulador a un punto donde debe sujetar un 
objeto, a otro punto donde debe soltar el objeto, y luego de vuelta a la posicion 



2. DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 

El siguiente diagrama indica que la entr ada es un archivo que contiene las coorde- 
nadas xy de los puntos por los que debe pasar el brazo manipulador. La salida del 
programa es la curva continua que cubre estos puntos. 



Cddigo 



Interpretacidn 

posicion base 
posiciones intermedias 
ubicacidn del objeto por sujetar 
lugar donde debe soltarse el objeto 



0 
1 

2 
3 



original. 




gråfica de la trayectoria 
del brazo manipulador 



points.dat 
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3. EJEMPLO A MANO 

Una de las funciones del ejemplo a mano es determinar si hay casos especiales que 
debamos considerar al desarrollar la solucion del problema. Por tanto, como ejem- 
plo pequeno, consideraremos un archivo de datos que contiene la siguiente serie 
de puntos para guiar el brazo manipulador: 



x 


y 


Codigo 


Interpretacidn 


0 


0 


0 


posicion base 


2 


4 


1 


posicion intermedia 


6 


4 


1 


posicion intermedia 


7 


6 


2 


posicion de coger objeto 


12 


7 


1 


posicion intermedia 


15 


1 


3 


posicion de soltar objeto 


8 


-1 


1 


posicion intermedia 


4 


-2 


1 


posicion intermedia 


0 


0 


0 


posicion base 



Estos puntos se muestran conectados por Imeas rectas en la figura 6.3. 

Puntos de una trayectoria conectados por li neas rectas 

10 



5 
0 



0 2 4 6 8 10 12 14 16 

x 

Figura 6.3 Puntos de una trayectoria conectados por Uneas rectas. 

Al considerar los pasos del diseno de la trayectoria de spline cubica usando 
Matlab, descompondremos la trayectoria en tres partes: de la posicion base a la po- 
sicion de coger objeto, de la posicion de coger objeto a la de soltar objeto, y de la 
posicion de soltar objeto a la posicion base. Escogemos estas tres trayectorias por 
dos razones. Primera, el brazo manipulador debe detenerse al final de cada una de 
estas tres trayectorias, por lo que realmente son tres trayectorias independientes. 
Segunda, puesto que la funcion de spline cubica requiere que las coordenadas x 
sean crecientes, no podemos usar una sola referencia de spline cubica para calcular 
una trayectoria que esencialmente describe un rfrculo. Las coordenadas x de cada 
trayectoria deben estar en orden ascendente, pero supondremos que un programa 
preprocesador (como los que veremos en los problemas del final del capitulo) ya 
verifico esto. 
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SOLUClbN Matlab 

Los pasos para separar el archivo de datos en las tres trayectorias independientes 
son sencillos. Sin embargo, no es tan fåcil deterrninar el numero de puntos que 
deben usarse en la interpolacion de spline cubica. Puesto que las coordenadas po- 
drian contener valores muy grandes y rnuy pequenos, determinaremos la distancia 
x minima entre puntos de la trayectoria global. Luego éakularemos el incremento x 
para la spline cubica como esa distancia minima dividida entre 10. Por tånto, se 
interpolarån cuando menos 10 puntos a lo largo de la spline cubica entre cada par de 
puntos, pero en general habrå mås puntos entre cada par de puntos de los datos. 

% Es tas instrucciones leen un archivo de datos que contiene 

% los puntos de una trayectoria para gue un brazo manipulador 

% vaya a un lugar y recoja un objeto, luego vaya a otro 

% lugar y suelte el objeto, y por ultimo regrese a 

% la posicién inicial. 

% 

load points.dat; 
x * points ( i , 1) t 
y = points ( : ,2) ; 
code = points ( : , 3 ) ; 

% 

% Geaerar las tres trayectorias individuales . 

% 

grasp = find(code == 2); 
release = find(code == 3); 
lenx = length(x); 

xl = x(l:grasp) ; yl « y (l:grasp) ; 

x2 = x (grasp: release) ; y2 = y (grasp: release) ; 

x3 = x (release: lenx) ; y3 = y (release: lenx) ; 

% 

% Calcular el incremento de tiempo y las secuencias de tiempo 
correspondientes . 

% 

incr = min(abs(x(2:lenx) -x(l:lenx-l) ) ) /10; 

ti = x(l) :incr*sign(x(grasp)-x(l) ) :x(grasp) ; 

t2 = x (grasp) : incr*sign (x ( release ) -x ( grasp ) ) :x(release) ; 

t3 = x (release) : incr*sign(x(lenx) -x (release) ) :x(lenx) ; 

% 

% Calcular las splines . 

% 

sl ■ interpl (xl^yl, ti, 'spline'); 
s2 = interpl (x2,y2, t2, 1 spline ') ; 
s3 = interpl (x3,y3,t3, 'spline* ) ; 
% 

% Graficar la trayectoria de splines. 

% 

subplot (2, 1,1) 

plot ( [ti t2 t3|/tsl' s2' S3'],[xl' x2' x3 '] , . . , 
[yl- y2' y3'], 'o'),... 

title ( ' Camino del brazo manipulador 1 ) , . . . 
xlabel ( ' x ' ) , ylabel ( 1 y • ) , grid, . . . 
axis( [-l,16,-4,i0] ) 
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5. PRUEBA 



Si probamos ésta solucion usando el archivo de datos del ejemplo a mano, obtene- 
mos la trayectoria de splines eubicas que se muestra en la figtira 6.4. 

Cårnino del brazo manipulador 




Figura 6.4 Puntos de una trayectoria conectados por splittes eubicas. 



6.3 Ajuste de curvas de mmimos cuadrados 



Minimos 
cuadrados 



(Sd///o 



Suponga que tenemos un conjunto de datos que se obtuvieron de un experimento. 
Después de graficar esos puntos, vemos que en general caen en una lfnea recta. Sin 
embargo, si tratamos de dibujar una Knea recta que pase por esos puntos, es probable 
que solo un par de ellos queden en la lfnea. Podrfamos usar un método de ajuste de 
curvas de minimos cuadrados para encontrar la lfnea recta que mås se acerca a los 
puntos minimizando la distancia entre cada punto y la lfnea. Aunque esta lfnea puede 
considerarse como un " ajuste optimo" a los puntos de datos, es posible que ninguno 
de los puntos caiga realmente en la lfnea (observe que esto es muy diferente de la 
interpolacion, porque las curvas empleadas en la interpolacion lineal y con spline 
cubica sf contienen todos los puntos de datos originales). En esta seccion presentare- 
mos primero una descripcion del ajuste de una lfnea recta a un conjunto de puntos de 
datos y luego veremos la forma de ajustar un polinomio a un conjunto de puntos 
de datos. 

Dado que la interpolacion y el ajuste de curvas son procesos tan diferentes, 
grafique los datos originales y los nuevos datos calculados usando una de estas téenicas 
en la misma gråfica para que pueda verificar que la téenica funciono como deseaba. 

Sc/y/?c/d, c/e /s/e /ed se// ?/s? /ss/ved s/e d///?/'e/sc///?s/ e<y? es //£/// es* // /écst/eet //se de 

ed/cc s/ds/s?s/e. /s? e/es/dr c/e // /s?/es/?e//c/cs?. /s?c/////e c/c/e//?c/d d/ed /s?/e//?e//r/és? ///es// r r/e 
d/?//s?e r////'///. - e/i e/i <ssde c/e/ c/c/d/e c/e cuswctd, s's?s/////e e//s f s///s* c/e/// r //// r// / /r /y/e de ed/c/ 
r /d c/c? c/e es? /cc se/sed /es? . 
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REGRESION LINEAL 

Regresion lineal La regresidn lineal es el proceso que determina cuål ecuacion lineal es la que mejor 
se ajusta a un conjunto de puntos de datos en términos de minimizar la surna de las 
distancias entre la Knea y los puntos de datos elevadas al cuadrado. Para entender 
este proceso, primero consideraremos el conjunto de valores de temperatura presen- 
tados en la seccion anterior, tornados de la cabeza de cilindros de un motor nuevo. Si 
graficamos estos puntos de datos, es evidente que y = 20x es una buena estimacion 
de una linea que pasa por los puntos, como se muestra en la figura 6.5. Se usaron las 
siguientes instrucciones para generar esta gråfica: 

% Estas instrucciones comparan un modelo lineal 
% con un conjunto de puntos de datos. 

% 

x = 0:5; 

y = [0,20,60,68,77,110] ; 
yl = 20*x; 
subplot (2, 1,1),... 

plot (x, yl, x, y, 1 o ' ) , title( 'Estimacion lineal '),... 

xlabel ( ' tiempo, s '), ylabel (' Temperatura, grados F'),... 

grid,axis( [-1,6, -20, 12 0]) 



Estimacion lineal 

i 1 r 




I 1 1 i i i i 

-1 0 1 2 3 4 5 6 

Tiempo, s 

Figura 6.5 Una estimacion lineal. 

Para medir que tan bien se ajusta esta estimacion lineal a los datos, primero 
determinamos la distancia entre cada punto y la estimacion lineal; estas distancias se 
muestran en la figura 6.6. Los primeros dos puntos caen exactamente en la linea, asf 
que dj y d 2 son cero. El valor de d 3 es igual a 60 - 40 = 20; el resto de las distancias se 
puede calcular de forma similar. Si calculamos la surna de las distancias, algunos de 
los valores positivos y negativos se cancelaran, dando una surna indebidamente pe- 
queria. A fin de evitar este problema, podriamos sumar valores absolutos o valores 
elevados al cuadrado; la regresion lineal usa valores elevados al cuadrado. Por tanto, 
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Estimacion lineal 



o 
S 

CD 
CL 

£ 



100 




Figura 6.6 Distancias entre los puntos y las estimaciones lineales. 



Error 

cuadråtico 
medio 



la medida de la calidad del ajuste de esta estimacion lineal es la surna de las distan- 
cias al cuadrado entre los puntos y y las estimaciones lineales. Esta surna se puede 
calcular con Matlab usando los siguientes comandos, suponiendo que ya se ejecuta- 
ron las instrucciones anteriores que definen a x, y y yl. 

sq_error = sum( (y-yl) . A 2) 

Para este conjunto de datos, el valor de sum_sq es 573. Se puede calcular un error 
cuadråtico medio (MSE) de 95.5 con esta instruccion: 

mse = sum ( (y-yl) . A 2 ) /length(y) ; 

La forma general de la ecuacion para calcular el error cuadråtico medio es: 



mse = ~ 



~N 



donde N es el mimero de puntos de datos. 

Si trazåramos otra Knea por los puntos, podriamos calcular la surna de cuadrados 
correspondiente a la nueva linea. De las dos lmeas, el mejor ajuste sena el de la linea 
con la menor surna de las distancias al cuadrado. Para encontrar la linea con la surna 
mas pequena de distancias al cuadrado, podemos escribir una ecuacion que calcule 
las distancias usando una ecuacion lineal general, y = mx + b. Asi, podemos escribir 
una ecuacion que represente la surna de las distancias al cuadrado; esta ecuacion 
tendrå my b como sus variables. Usando técnicas de cålculo, podemos obtener las 
derivadas de la ecuacion respecto a m y a b e igualarlas a cero. Los valores demyb 
asi determinados representan la linea recta que tiene la surna minima de distancias al 
cuadrado. En la siguiente seccion estudiaremos la funcion Matlab que calcula esta 
ecuacion lineal de mejor ajuste. Para los datos presentados en esta seccion, el mejor 
ajuste se muestra en la figura 6.7; el error cuadrado medio correspondiente es de 
59.4699. 
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Regresion lineal 

i 1 1 r~ 




j i i i i L 



-1 0 1 2 3 4 5 6 

Tiempo, s 

Figura 6.7 Regresion lineal de mtnimos cuadrados. 
REGRESION POLINOMICA 

En la explicacidn anterior presentamos una técnica para calcular la ecuacion lineal 
que mejor se ajusta a un conjunto de datos. Se puede desarrollar una técnica similar 
usando un solo polinomio (no un conjunto de polinomios como en la spline cubica) 
que se ajuste a los datos minimizando la distancia entre el polinomio y los puntos de 
datos. Primero, recordemos (de la Sec. 3.1) que podemos escribir un polinomio con 
una variable usando la siguiente fdrmula general: 

f(x) = a 0 x N + a x x N ~ l + a 2 x N ' 2 + . . . + a N _ } x + a N 

El grado de un polinomio es igual al valor mås grande empleado como expo- 
nente. Por tanto, la formula general de un polinomio ciibico es: 

g(x) = a 0 x 3 + a^x 2 + a 2 x + a 3 

Observe que una ecuacion lineal también es un polinomio de grado 1. 

En la figura 6.8 graficamos el conjunto original de puntos de datos que usamos 
en el ejemplo de regresion lineal (y también en la interpolacion lineal y la interpolacion 
de spline cubica); también graficamos el mejor ajuste para polinomios de grado 2 
hasta grado 5. Observe que al aumentar el grado del polinomio también aumenta el 
numero de puntos que caen en la curva. Si se usa un conjunto de n + 1 puntos para 
determinar un polinomio de grado n, todos los 77 + 1 puntos caerån en la curva del 
polinomio. El anålisis de regresion no puede determinar una solucion unica si el gra- 
do del polinomio es igual o menor que el grado del modelo polinomico. Asf, no tiene 
sentido pedir una regresion lineal (grado 1) para un punto o una regresion cuadratica 
(grado 2) para uno o dos puntos. 

FUNCIONpolyfit 

La funcionMATLAB que calcula el mejor ajuste a un conjunto de datos con un polinomio 
de cierto grado es la funcion polyf it. Esta funcion tiene tres argumentos: las coorde- 
nadas x y y de los puntos de datos y el grado n del polinomio. La funcion devuelve los 
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Ajuste polinomico de segundo grado Ajuste polinomico de tercer grado 




0246 0246 



Ajuste polinomico de cuarto grado Ajuste polinomico de quinto grado 




0246 0246 
Tiempo, s Tiempo, s 



Figura 6.8 Ajustes polinomicos. 



coeficientes, en potencias descendentes de x, del polinomio de grado n que se ajusta a 
los vectores x y y. (Observe que hay n+i coeficientes para un polinomio de grado n). 
He aquf un resumen de esta funcion: 

polyf it (x,y,n) Devuelve un vector de n+i coeficientes que repre- 

senta el polinomio de mejor ajuste de grado n para 
las coordenadas x y y. El orden de los coeficientes 
corresponde a potencias decrecientes de x. 

El mejor ajuste lineal a los datos de temperatura de la cabeza de cilindros, 
graficado en la figura 6.7, tiene un error cuadrado medio de 59.4699. La graficacidn y 
el cålculo de esta surna de errores se realizaron con las siguientes instrucciones: 

% Estas instrucciones calculan un modelo lineal de mejor 

% ajuste a un conjunto de puntos de datos. 

% 

x = 0:5; 

y = [0,20,60,68,77,110] ; 
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% 

coef = polyf it (x,y, 1) ; 
m = coef ( 1 ) ; 
b = coef (2) ; 
ybest = m*x + b; 

% 

mse = sum( (y - ybest ). A 2 ) /length (y) 
subplot (2, 1,1,),... 

plot (x, ybest , x,y, ' o ' ) , title ( ' Regresion lineal '),... 

xlabel ( ' Tiempo, s ' ) , ylabel ( ' Temperatura, grados F'),... 

grid,axis( [-1, 6, -2 0, 120] ) 

La funcion poiyvai (que vimos en la Sec. 3.1) sirve para evaluar un polinomio 
en un conjunto de puntos de datos. El primer argumento de la funcion poiyvai es un 
vector que contiene los coeficientes del polinomio (en un orden que corresponde a 
potencias decrecientes de x), y el segundo, el vector de valores x para el que desea- 
mos conocer los valores del polinomio. 

En el ejemplo anterior, calculamos los puntos de la regresion lineal usando los 
valores de los coeficientes; también podnamos haberlos calculado usando la funcion 
poiyvai como se muestra aqui: 

ybest = plyval (coef , x) ; 

Usando los mismos datos que para la regresion lineal, ahora podemos ilustrar 
el calculo de los polinomios de mejor ajuste desde el grado 2 hasta el 5 que se mues- 
tran en la figura 6.8: 

% Estas instrucciones calculan modelos polinomicos 
% para un conjunto de puntos de datos. 

% 

x = 0.5; 

y = [0,20,60,68,77,110] ; 
newx = 0:0.05:5; 
for n^l:4 

f ( : , n) =polyval (polyf it (x, y, n+1) , newx) 1 ; 

end 

Asi, por ejemplo, para graficar el polinomio de segundo grado podriamos usar esta 
instruccion: 

plot (newx, f ( : ,1) ,x,y, ' o ' ) 

Se requieren instrucciones adicionales para definir la subgråfica, agregar leyendas a 
cada grafica y establecer los lrmites de los ejes. Segiin lo que explicamos al principio 
de la seccion, es de esperar que los polinomios de grado mas bajo no contengan a 
todos los puntos de datos, pero que el polinomio de quinto grado contenga a los seis 
puntos de datos; las curvas de la figura 6.8 verifican esas expectativas. 
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En este capitulo, explicamos la diferencia entre interpolacion y ajuste de curvas por 
mmimos cuadrados. Se presentaron dos tipos de interpolacion: lineal y de spline cu- 
bica. Después de presentar los coinandos Mati ab para realizar estos tipos de 
interpolaciones, pasamos al ajuste de curvas por mmimos cuadrados usando poli- 
nomios. Esta explicacion incluyo la determinacion del mejor ajuste a un conjunto de 
datos con un polinomio del grado que se especifica y el empleo posterior del polinomio 
de mejor ajuste para generar nuevos valores de la funcion. 



En este resumen de Matlab se listan todos los sfmbolos especiales, comandos y fun- 
ciones que se definieron en el capftulo. También se incluye una breve descripcion de 
cada uno. 



COMANDOS Y FUNCIONES 

interpi calcula una interpolacion unidimensional 
poiyf it calcula un polinomio de mmimos cuadrados 



1. Al usar interpolacion, asegurese de que los comentarios de su programa indi- 
quen si es interpolacion lineal o de spline cubica. Al usar ajuste de curvas, ase- 
gurese de que los comentarios de su programa indiquen el grado del polinomio 
que se esta usando en la regresion. 



Términos clave 



ajuste de curvas 
error cuadratico medio 
interpolacion 

interpolacion de spline cubica 
interpolacion lineal 



mejor ajuste 
mmimos cuadrados 
regresion 
regresion lineal 



Resumen de Matlab 



Notas de 
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Notas de depuraci6n 

1. Al usar la funcion interpi, asegurese de que los valores del vector x sean cre- 
cientes y que los valores del vector new_x estén dentro del intervalo delimitado 
por el primer y el ultimo valores del vector x. 

2. Si usa una técnica de interpolacion o de ajuste de curvas, grafique siempre los 
datos originales en la misma gråfica que los nuevos datos interpolados para 
verificar que la técnica haya funcionado como deseaba. 

3. El anålisis de regresion no puede determinar una solucion unica si el numero 
de puntos es igual o menor que el grado del modelo polinomico. 



/|roblemas 

Los problemas 1 al 7 tienen que ver con las aplicaciones de ingeniena que presenta- 
mos en este capftulo. Los problemas 8 al 11 se relacionan con nuevas aplicaciones de 
ingeniena. 

Manipulador de brazo robdtico. Estos problemas tienen que ver con el proble- 
ma del manipulador de brazo robotico planteado en la seccion 6.2. Como se indico 
en el prefacio, hay ejemplos de archivos de coordenadas disponibles que tienen nom- 
bres como msni.dat, msn2 .dat, etc, cada uno para una mision distinta asignada al 
manipulador. 

1 . Escriba un programa que realice las pruebas iniciales de los valores de datos de un 
archivo de mision para asegurarse de que las coordenadas x de cada una de las 
tres trayectorias estén en orden creciente o decreciente estricto. Si se detectan 
errores, identifique la trayectoria en que ocurrieron y liste los valores de esa 
trayectoria. 

2. Suponga que el archivo de datos de una mision puede incluir mås de tres tra- 
yectorias. Por ejemplo, las trayectorias podrian describir el traslado de varios 
objetos a nuevas posiciones dentro del espacio de carga. Escriba un programa 
que cuente el numero de trayectorias individuales, donde cada trayectoria ter- 
mina al cogerse un objeto, soltarse un objeto o volver a la posicion base. 

3. Modifique el programa que escribio para realizar la interpolacion de spline 
ciibica de modo que escriba los puntos de datos interpolados para el conjunto 
completo de trayectorias en un archivo de salida llamado paths.dat. Elimine 
todos los puntos repetidos. Asegurese de incluir los codigos apropiados junto 
con los puntos de datos. 

4. Escriba un programa que lea el archivo paths.dat descrito en el problema 3. 
Grafique el conjunto completo de trayectorias e inserte circulos en los puntos 
en los que el brazo robotico se detiene. (El brazo se detiene para coger un obje- 
to, soltar un objeto o volver a la posicion base.) 

5. Modifique el programa escrito en el problema 1 de modo que suponga que el 
archivo podria contener multiples trayectorias tal como se describe en el pro- 
blema 2. 
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6. En vez de suponer que ocurrio un error si los valores x no estån en orden cre- 
ciente o decreciente estricto dentro de una trayectoria, suponga que cuando 
esto ocurre la trayectoria se debe dividir en subtrayectorias. Por ejemplo, si 
las coordenadas x de la posicion base a la posicion de coger son [0,1,3,6,3,7], las 
subtrayectorias tendrån coordenadas [0,1,3,6], [6,3] y [3,7]. Escriba un progra- 
ma que lea un archivo de mision y genere un nuevo archivo, points . dat, el cual 
deberå contener las coordenadas y codigos que acompanarån al nuevo conjun- 
to de trayectorias. 

7. En el problema 6 pudimos dividir una trayectoria con coordenadas x, como 
[0,1,3,6,3,7], en subtrayectorias. Suponga que la trayectoria que estamos consi- 
derando tiene el siguiente conjunto de coordenadas: (0,0), (3,2), (3,6), (6,9). Las 
coordenadas x de las posiciones son [0,3,3,6]. Dividir esta trayectoria en 
subtrayectorias, como en el problema 3, no resuelve el problema, porque el 
movimiento es en direccion vertical. Para resolver este problema necesitamos 
insertar un punto nuevo entre los puntos que estån alineados verticalmente. 
Suponga que el nuevo punto debe estar a la mitad entre los puntos en cuestion 
con una coordenada x que sea 5% mayor que la coordenada x de los puntos 
alineados verticalmente. Escriba un programa que lea un archivo points . dat y 
use este método para convertirlo en subtrayectorias cuando sea necesario, al- 
macenando el nuevo conjunto completo de trayectorias en un archivo llamado 
final .dat. 

Produccidn de pozos petroleros. Suponga que estamos tratando de determinar 
la relacion entre la produccidn de un pozo petrolero en operacion y la temperatura. 
Para ello, hemos recabado un conjunto de datos que contiene la produccion media 
del pozo petrolero en barriles de petroleo por dia, junto con la temperatura media del 
dia. Este conjunto de datos se almacena en un archivo ASCII llamado oil .dat. 

8. Puesto que los datos no estån ordenados por produccion de petroleo ni por 
temperatura, tendrån que reordenarse. Escriba un programa que lea los datos y 
genere dos nuevos archivos de datos. El archivo oiitmp.dat deberå contener 
los datos con los valores de produccion de petroleo en orden creciente, junto 
con sus temperaturas correspondientes. El archivo tmpoil .dat deberå contener 
los datos con las temperaturas en orden ascendente, junto con sus producciones 
de petroleo correspondientes. Si hay puntos que tengan el mismo valor como 
primera coordenada, el archivo de salida deberå contener solo un punto con 
esa primera coordenada; la segunda coordenada correspondiente deberå ser el 
promedio de las dos segundas coordenadas que tienen el mismo primer valor. 

9. Escriba un programa para graficar los datos del archivo tmpoil .dat, junto con 
aproximaciones de polinomio de segundo y tercer grado para los datos. Exhiba 
los modelos polinomicos y los errores de minimos cuadrados. 
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10. Escriba un programa que grafique los datos del archivo oiitmp.dat, junto con 
aproximaciones de polinomio de segundo y tercer grado para los datos. Exhiba 
los modelos polinomicos y los errores de mmimos cuadrados. 

11. Suponga que se va a usar una aproximacion de polinomio de tercer grado para 
modelar la produccion del pozo petrolero en términos de la temperatura. Escri- 
ba un programa que permita al usuario introducir una temperatura; el progra- 
ma exhibira la produccion predicha en barriles por dia. 



El disefto y construccion del oleoducto de Alaska presento numerosos desaftøs de 
ingeniena. Uno de los problemas mås importantes fue proteger el permafrost (el subsuelo 
perennemente congelado de las regiones articas o subarticas) contra el calor del oleoducto 
mismo. El petroleo que fluye dentro de la tuberia es calentado por las estaciones de 
bombeo y por la friccion con las paredes del tubo, lo suficiente para que los soportes de la 
tuberia tengan que aislarse o incluso enfriarse con el fin de evitar que fundan el 
permafrost en sus bases. Ademås, los componentes del oleoducto tuvieron que ser muy 
confiables en vista de la inaccesibilidad de algunos lugares. Lo que es mås importante, la 
falla de componentes podria causar danos a las personås, animales y el medio ambiente 
cercano al oleoducto. 



Integracidn 

y derivacidn numéricas 



7.1 Integracidn numérica 

7.2 Resolucion aplicada de problemas: Andlisis deflujo en tuberias 
73 Derivacidn numérica 

Resumen del capitulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
Notas de estilo, Notas de depuracidn, Problemas 



Objetivos 

La integracidn y la derivacidn son los conceptos clave que se presentan en los cursos de cålculo. 
Estos conceptos son fundamentales para resolver un gran numero de problemas de ingenieria y 
ciencias. Aunque muchos de estos problemas se pueden resolver analiticamente usando integra- 
cidn y derivacidn, hay muchos que no estan en este caso; estos problemas requieren técnicas de 
integracidn numérica o derivacidn numérica. En este capitulo estudiaremos soluciones numéricas 
para problemas de integracidn y derivacidn y luego presentaremos las funciones Matlab que calcu- 
lan esas soluciones. 
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7.1 Integracion numérica 



Integral La integral de una funcion f(x) en el intervalo [a,b] se define como el area bajo la 

curva de f(x) entre a y b, como se muestra en la figura 7.1. Si el valor de esta integral 
es K, la notacion para representarlo es: 



f/c 




a b x 

Figura 7.1 Integral de f(x) de a ab. 



En el caso de muchas funciones, esta integral puede calcularse analfticamente. Sin 
embargo, para muchas otras el cålculo analftico es muy dinal*, por lo que se requiere 
una técnica numérica para estimar su valor. La evaluacion numérica de una integral se 
denomina cuadratura, nombre que proviene de un antiguo problema de geometria. 

Las técnicas de integracion numérica estiman la funcion/(x) mediante otra fun- 
ciong(x), la cual se escoge de modo que sea fåcil calcular el area bajog(x). Asf, cuanto 
mejor sea la estimacion de f(x) cong(x), mejor sera la estimacion de la integral def(x). 
Dos de las técnicas de integracion numérica mås comunes estiman/(x) con una serie 
de funciones seccionalmente lineales o de funciones seccionalmente parabolicas. Si 
estimamos la funcion con funciones seccionalmente lineales, podremos calcular el 
area de los trapecios que constituyen el area bajo las funciones lineales fragmenta- 
rias; esta técnica se llama regla de los trapecios. Si estimamos la funcion con funciones 
seccionalmente cuadråticas, podremos calcular y sumar las areas de los componen- 
tes; esta técnica se denomina regla de Simpson. 



REGLA DE LOS TRAPECIOS Y REGLA DE SIMPSON 



Si el area bajo una curva se representa con trapecios y si el intervalo [a,b] se divide en 
Regla de los n secciones iguales, el area puede aproximarse con la siguiente formula (regla de los 
trapecios trapecios): 

K r = <f (x °) + w + 2 w + • • • + 2 f( x -J 

donde los valores r representan los extremos de las bases de los trapecios, y donde 

x o = a y x n = b. 



*Por ejemplo, la integral indefinida J „e~'-dx no se puede resolver analiticamente. 
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Si representamos el area bajo una curva con areas bajo secciones cuadråticas de 
una curva, y si dividimos el intervalo [a,b] en 2n secciones iguales, el area podrå 
aproximarse con la siguiente formula (regla de Simpson): 

+ 4/(x 2(i _ 1 ) + /(x 2 „)) 

donde los valores x i representan los extremos de las secciones, y donde x 0 = a, x 2n = b 
yh = (b-a)/(2n). 

Si los componentes seccionales de la funcion de aproximacion son funciones de 
mås al to orden (la regla trapezoidal usa funciones de primer orden y la regla de Simpson 
usa funciones de segundo orden), las técnicas de integracion se denominan técnicas 
de integracion de Newton-Cotes. 

La estimacion de una integral mejora si usamos mås componentes (digamos, 
trapecios) para aproximar el area bajo una curva. Si intentamos integrar una funcion 
que tiene una singularidad (un punto en el que la funcion o sus derivadas son infini- 
to o no estån definidas), tal vez no logremos obtener una respuesta satisfactoria con 
una técnica de integracion numérica. 



FUNCIONES DE CUADRATURA 

Matlab cuenta con dos funciones de cuadratura para realizar integracion numérica 
de funciones. La funcion quad utiliza una forma adaptativa de la regla de Simpson, y 
quads usa una regla de Newton Cotes adaptativa de ocho paneles. La funcion quads 
es mejor para manejar funciones con ciertos tipos de singularidades, como \ Q V x dx. 
Ambas funciones exhiben un mensaje de advertencia si detectan una singularidad, 
pero de todos modos devuelven una estimacion de la integral. 

Las formas mås sencillas de las funciones quad y quads requieren tres argumen- 
tos. El primero es el nombre (entre apostrofos) de la funcion Matlab que devuelve un 
vector de valores def(x) cuando se le proporciona un vector de valores de entrada. El 
nombre de funcion puede ser el nombre de otra funcion Matlab, como sin, o puede 
ser el de una funcion Matlab escrita por el usuario. El segundo y tercer argumentos 
son los Kmites de integracion a y b. He aquf un resumen de estas funciones: 

quad ( 1 nombre_f unc 1 , a, b) Devuelve el årea bajo la funcion entre a y b 

usando una forma de la regla de Simpson. 

quads ( ' nombrejunc 1 , a , b ) Devuelve el årea bajo la funcion entre a y b 

usando una regla de Newton-Cotes 
adaptativa de 8 paneles. Esta funcion es 
mejor que quad para manejar algunas funcio- 
nes que tienen singularidades. 

Para ilustrar estas funciones, suponga que queremos determinar la integral de 
la funcion de rafz cuadrada para valores no negativos de a y b: 
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Funcion de raiz cuadrada 

2.5 i 1 1 1 1 1 1 1 1 r 




0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 



x 

Figura 7.2 Funcion de raiz cuadrada. 




La funcion de raiz cuadrada/(x) = V x se grafica en la figura 7.2 para el intervalo [0,5]; 
los valores de la funcion son complejos para x < 0. Esta funcion puede integrarse 
analiticamente con el siguiente resultado para valores no negativos de a y b: 

K=|(fo 3/2 -a 3/2 ) 

A fin de comparar los resultados de las funciones de cuadratura con los resultados 
analiticos para un intervalo especificado por el usuario, usamos el siguiente programa: 

% Estas instrucciones comparan las funciones de cuadratura 
% con los resultados analiticos para la integracién 
% de la raiz cuadrada de x dentro del intervalo [a,b], 
% donde a y b son no negativos. 

% 

a = input (' Indique el extremo izguierdo (no negativo) : 1 ); 
b = input (' Indique el extremo derecho (no negativo): ' ); 
k = 2/3* (b A (1.5) - a* (1.5) ) ; 
kq = quad ( 1 sqrt ' , a , b ) ; 
kq8 = quad8 ( ' sqrt ' , a, b) ; 

fprintf ( ' Analitico: %t \n Numérico: %f %f \n ' , k, kq, kq8 ) 

Este programa se probo usando varios intervalos, dando los siguientes resultados: 
Intervalo [0.5,0.6] 

Analitico: 0.074136 

Numérico: 0.074136 0.074136 

Intervalo [0,0.5] 

Analitico: 0.2357 02 

Numérico: 0.235701 0.235702 
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Intervalo [0,1]: 



Analxtico : 0.666667 
Numérico: 0.666663 0.666667 



Las funciones quad y quad8 pueden incluir un cuarto argumento, que representa 
una tolerancia. La funcion de integracion continuarå refinando su estimation hasta 
que el error relativo sea menor que la tolerancia: 

estimation anterior - estimation actual 

r- — r — : < tolerancia 

estimacion anterior 

Si se omite la tolerancia, se supone un valor predeterminado de 0.001. Si un quinto 
argumento opcional es distinto de cero, se preparara una gråfica de puntos de los 
valores de la funcion empleados en los calculos de integracion. 

Estas técnicas de integracion pueden manejar algunas singularidades que ocurren 
en uno u otro de los extremos del intervalo, pero no las que ocurren dentro del inter- 
valo. Para estos casos, puede ser aconsejable dividir el intervalo en subintervalos y 
proporcionar estimaciones de las singularidades usando otros resultados, como la 
regla de THopital. 

iPractique! 



Dibuje la funcion f(x) = I x I e indique las areas especificadas por las siguientes 
integrales. Luego calcule las integrales a mano y compare sus resultados con los 
generados por la funcion quad. 

1. f lx I dx 2. f \x\ dx 

J 0.5 J 0 



r -0.5 - 0.5 

3. I x I dx 4. \x\dx 

J -1 J -0.5 



7.2 Resolucion aplicada de problemas: Anålisis de flujo en tuberias 

En esta aplicacion nos ocupamos del flujo de petroleo en un oleoducto, pero el anåli- 
sis del flujo de un lfquido en un tubo circular se aplica a muchos sisternas distintos, 
como son las venas y arterias del cuerpo humano, el sisterna de suministro de agua 
de una ciudad, el sisterna de irrigacion de una granja, el sisterna de tuberias que 
transporta fluidos en una fabrica, las lmeas hidråulicas de un avion y el chorro de 
tinta de una impresora para computadora. 

La friccion en una tuberia circular origina un perfil de velocidades en el petro- 
leo al fluir. El petroleo que estå en contacto con las paredes del tubo no se estå movien- 
do, mientras que el petroleo que estå en el centro del flujo se estå moviendo con 
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^måx 




t>(r) / 




r 







Figura 7.3 Perfil de velocidad en un oleoducto. 



velocidad måxima. El diagrama de la figura 7.3 muestra como varia la velocidad del 
petroleo a lo ancho del diåmetro de la tuberfa y define las variables empleadas en 
este anålisis. La siguiente ecuacion describe este perfil de velocidad: 

v(r) = v .fl - - 

v ' max f 



La variable n es un entero entre 5 y 10 que define la forma del f lu jo de petroleo hacia 
adelante. La velocidad de flujo media en el tubo es la integral de area del perfil de 
velocidad, la cual podemos demostrar que es: 



j' 



v(r)2nrdr 



2v 



J\(i-i 



l/n 

1 - — I dr 



Los valores de v mdx y n se pueden medir experimentalmente, y el valor de r Q es el radio 
del tubo. Escriba un programa Matlab que integre el perfil de velocidad para deter- 
minar la velocidad de flujo media en el tubo. 



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Calcule la velocidad de flujo media en una tuberfa. 

2. DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 

El siguiente diagrama muestra que la salida del programa es el valor de la veloci- 
dad de flujo media en la tuberfa. Los valores de la velocidad måxima v^, el radio 
de la tuberfa r 0 y el valor de n se especifican como constantes en el programa. 
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velocidad media 



EJEMPLO A MANO 

Si suponemos que el valor de r Q es 0.5 m y que el valor de n es 8, podemos graficar 
la funcion r(l - r/r 0 ) 1/n , como se muestra en la figura 7.4. También podemos obte- 
ner urta estimacion de la integral de esta funcion sumando las areas del triångulo 
y el rectångulo de la figura 7.5. Esta estimacion del area es: 

åma = 0.5(0.4)(0.35) + (0.1)(0.35) 
= 0.105 

Acontinuacion multiplicamos esta area por el factor 2v måx / r Q 2 para obtener la velo- 
cidad de flujo media en la tuberfa. Si suponemos que v måx es 1.5 m/ s, la velocidad 
de flujo media es de aproximadamente 1.260 m/s. 



Funcion a integrar 

0.4 1 1 1 : i 1 1 — • r \ • r t 




r, metros 

Figura 7.4 Funcion relacionada con la velocidad de flujo media. 
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4. SOLUCI6N Matlab 

En la solucion Matlab, usamos la funcion qniad para evaluar la integral. Uno de los 
paråmetros de la funcion quad es el nombre de la funcion que calcula los valores 
de la funcion que se desea integrar numéricamente, asi que también debemos es- 
cribir un archivo M que calcule valores de la funcion dentro de la integral. EspécP 
f icaremos los valores de v måx , 
la funcion. En la siguiente 
compararlo con el valor det» 

% Estas instrucciones calculan el valor de la 
% velocidad de flujo media para una tuberia 
% usando integracién numérica. 

% 

vmåx = 1.5; 
rO = 0.5; 

% 

integral = quad( 1 velocity* , 0, 0.5) 
% 

ave_velocity = (2*vmåx/ (rO A 2 ) ) *integral 



El archivo M que define la funcion que se integrarå pt 
media es la siguiente: 



^ara calcular la velocidad 

iguiente: 



function v = velocity(r) 

% VELOCITY Esta funcion se relaciona con la 

% velocidad de flujo media en el tubo. 

% 

rO = 0.5; 
n = 8; 

% 

v m r.*(l-r/r0) . A (l/n) ; 



\ I 1 1: i' f ■£ 

- * * ir «r =5. f 1 



PRUEBA 



* # f « 



w- 



i i: 



La salida del programa es la siguiente: 
integral = 
0.1046 

ave„velocity= .# %; : g 
1.2548 



El valor estimado en el ejemplo a mano para la integral fue de 0105, y el valor 
correspondiente estimado para la velocidad media fue de 1.260. 
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7.3 Derivacion numérica 



Derivada La derivada de una funcion f(x) se define como una funcion f {x) que es igual a la 

rapidez de cambio de f(x) respecto a x. La derivada puede expresarse como un co- 
ciente, con el cambio de f(x) indicado por df(x) y el cambio de x indicado por dx, 
dando: 

Hay muchos procesos ffsicos en los que nos interesa medir la rapidez de cambio 
de una variable. Por ejemplo, la velocidad es la rapidez de cambio de la posicion (en 
metros por segundo, por ejemplo), y la aceleracion es la rapidez de cambio de la 
velocidad (en metros por segundo al cuadrado, por ejemplo). También puede de- 
mostrarse que la integral de la aceleracion es la velocidad y que la integral de la 
velocidad es la posicion. Por tanto, la integracion y la derivacion tienen una relacion 
especial en cuanto a que pueden considerarse inversas una de la otra: la integral de 
una derivada devuelve la funcion original, y la derivada de una integral devuelve la 
funcion original a, mas o menos, un valor constante. 

La derivada f {x) puede describirse graficamente como la pendiente de la fun- 
cion f(x), donde dicha pendiente se define como la pendiente de la linea tangente a la 
funcion en el punto especificado. Asf, el valor åe f '(x) en el punto e$f'(a), y es igual 
a la pendiente de la linea tangente en el punto a, como se muestra en la figura 7.6. 

Puesto que la derivada de una funcion en un punto es la pendiente de la linea 
tangente en ese punto, un valor de cero para la derivada de una funcion en el punto 
x k indica que la linea estå horizontal en ese punto. Los puntos con derivada igual a 
Puntos cnticos cero se denominan puntos cnticos y pueden representar una region horizontal de la 
funcion o un punto extremo (un måximo local o un mmimo local de la funcion). El 
punto también puede ser el maximo global o el mmimo global, como se muestra en la 
figura 7.7, pero se requiere un anålisis mas a fondo de toda la funcion para determi- 
nar esto. Si evaluamos la derivada de una funcion en varios puntos de un intervalo y 
observamos que el signo de la derivada cambia, sabremos que ocurre un maximo 
local o un mmimo local en el intervalo. Podemos usar la segunda derivada (la deriva- 
da de f '(x)) para determinar si los puntos cnticos representan o no maximos locales o 
minimos locales. En términos mas especfficos, si la segunda derivada en un punto 
extremo es positiva, el valor de la funcion en dicho punto es un minimo local; si la 
segunda derivada en un punto extremo es negativa, el valor de la funcion en el punto 
extremo es un måximo local. 
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EXPRESIONES DE DIFERENCIA 

Las técnicas de derivacion numérica estiman la derivada de una funcion en un punto 
x k aproximando la pendiente de la lmea tangente en x k usando valores de la funcion 
en puntos cercanos a x y La aproximacion a la pendiente de la Knea tangente puede 
hacerse de varias formas, como se muestra en la figura 7.8. En la figura 7.8(a) se supone 
que la derivada en x k se estima calculando la pendiente de la lmea entre f(x k ^) y f(x k ), 
asf: 

J V*) x k -x k ^ 

Este tipo de aproximacion a la derivada se denomina aproximacion por diferencia 
Diterencia . , 

hacia atras hacia atras - 

En la figura 7.8(b) se supone que la derivada en x k se estima calculando la pen- 
diente de la lmea entre f(x k ) yf(x k +1), asf: 



f(x k ) 



H x k + t) / 
t 

/ 

/ 



'(*ir + 1) 



— \ 1 h- — I 1 h- 

x k - 1 x k x k + 1 x k - 1 x k x k + 1 

(a) (b) 
Figura 7.8 Técnicas para calcular f'(.x t ). 



— I 1 \— 

x k - 1 x k x k + 1 

(c) 
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* X k + \ x k 

Diferencia hacia Este tipo de aproximacion a la derivada se denomina aproximacion por diferencia 
adelante hacia adelante. 

En la figura 7.8(c) se supone que la derivada en x k se estima calculando la pen- 
diente de la Knea entre j(x k _ L ) y f(x k + 1 ), asf: 

Este tipo de aproximacion a la derivada se denomina aproximacion por diferencia 
central. Por lo regular suponemos que x k estå a la mitad del camino entre x kl y x k + r 
La calidad de estos tres tipos de cålculos de derivadas depende de la distancia 
entre los puntos empleados para estimar la derivada; la estimacion de la derivada me- 
jora al disminuir la distancia entre los dos puntos. 

La segunda derivada de una funcion f(x) es la derivada de la primera derivada 
de la funcion: 

Esta funcion puede evaluarse usando pendientes de la primera derivada. Asi pues, si 
usamos diferencias hacia atrås, tenemos: 



/"<**) = 



/'W-n**.,) 



Se pueden deducir expresiones similares para calcular estimaciones de derivadas 
mås altas. 



FUNCION dif f 

La funcion dif f calcula diferencias entre valores adyacentes en un vector, generando 
un nuevo vector con un valor menos. Si la funcion dif f se aplica a una matriz, opera 
sobre las columnas de la matriz como si cada una fuera un vector. Por tanto, la matriz 
devuelta tiene el mismo niimero de columnas, pero una fila menos. He aqui un resu- 
men de la funcion: 

dif f (x) Devuelve un nuevo vector que contiene las diferencias 

entre valores adyacentes del vector x. Si x es una matriz, 
la funcion devuelve una matriz que contiene las diferen- 
cias entre valores adyacentes en las columnas de x. 

Como ilustracidn, supongamos que el vector x contiene los valores [0,1,2,3,4,5] 
y que el vector y contiene los valores [2,3,1,5,8,101- Entonces, el vector generado por 
dif f (x) es [1,1,1,1,1], y el generado por dif f (y) , [1,-2,4,3,2]. La derivada dy se calcu- 
la con dif f (y) ./dif f (x). Cabe senalar que estos valores de dy son correctos tanto 
para la ecuacion de diferencia hacia adelante como para la de diferencia hacia atrås. 
La distincion entre los dos métodos para calcular la derivada estå determinada por 
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Polinomio de quinto grado 

1 000 i i 1 1 i r~ 




-i ooo ' : 1 ■ 1 1 1 1 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

x 

Figura 7.9 Graf ka de un polinomio. 



los valores de xd que corresponden a la derivada dy. Si los valores correspondientes 
de xd son [1,2,3/4,5], dy calcula una diferencia hacia atras; si los valores correspondien- 
tes de xd son [0,1,2,3,4], dy calcula una diferencia hacia adelante. . ir r/vr/r ^/r^w 

r/ ////r r/' syv/ ss r/r// r/r r/yr/yy?//// //r/ r/r/ a r/r//// /r. ///r/// r/ //yr), rr////y/// r// /r?) rr///r///r//vr?) 
r/r r////y/yy/y//r/rr r/r r r rr//rr//r r///rr r/rv/ryrr/r/ /rrr///r/y 'rr/. 

Suponga que tenemos una funcidn dada por el siguiente polinomio: 

f(x) = x 5 - 3x 4 - llx 3 + 27x 2 + 10* - 24 

En la figura 7.9 se muestra una grafica de esta funcidn. Suponga que nos interesa 
calcular la derivada de esta funcidn dentro del intervalo [-4,5] usando una ecuacion 
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de diferencia hacia atrås. Podemos realizar esta operacion usando la funcion dif f 
como se muestra en estas ecuaciones, donde df representa a f '(x) y xd representa los 
valores de x que corresponden a la derivada: 

% Evaluar f (x) y f' (x) usando diferencias hacia atras. 

% 

x = -4:0.1:5; 

f = x. A 5 - 3*x.M - ll*x. A 3 + 27*x. A 2 + 10*x - 24; 
df = diff (f) ./diff (x); 
xd - x(2 : length(x) ) ; 

La figura 7.10 es una grafica de esta derivada. Observe que los ceros de la derivada 
incluyen los puntos de mfnimos y maximos locales de )a funcion; esta funcion no 
tiene un minimo global ni un måximo global porque va de — °o a +°°. Podemos exhibir 
las posiciones de los puntos criticos (que ocurren en -2.3, -0.2, 1.5 y 3.4, con precision 
de un decimal) de esta funcion con las siguientes instrucciones: 

% Encontrar los puntos criticos de f 1 (x) . 

product = df (l:length(df )-l) . *df (2:length(df ) ) ; 
critical = xd ( f ind (product < 0 ) ) 

La funcion f ind determina los indices de los elementos de product que son negati- 
vos, ya que estos puntos indican un cambio de signo de la derivada. Luego se usan 
esos indices con el vector xd para exhibir la aproximacion a la posicion de los pun- 
tos cnticos. 

Si queremos calcular una derivada de diferencias centrales usando los vectores 
x y f , podemos usar las siguientes instrucciones: 

% Evaluar f ' (x) usando diferencias centrales. 

% 

numerator = f ( 3 : length ( f ) ) - f ( 1 : length ( f ) -2 ) ; 
denominator = x ( 3 : length (x) ) - x ( 1 : length (x) -2 ) ; 
dy = numerator . /denominator; 
xd = x(2 : length (x) -1) ; 

En el ejemplo que manejamos en esta seccion supusimos que temamos la ecuacion de 
la funcion por diferenciar; esto nos permitio generar puntos de la funcion. En mu- 
chos problemas de ingenieria los datos por diferenciar se obtienen de experimentos. 
Por ello, no podemos escoger que los puntos esten cercanos entre si para obtener una 
estimacion mås exacta de la derivada. En estos casos, podna ser conveniente usar las 
técnicas del capftulo 6 que nos permiten determinar una ecuacion que se ajuste a un 
conjunto de datos, y luego calcular puntos de esa ecuacion para usarlos en el calculo 
de valores de la derivada. 
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Para cada una de las siguientes funciones, grafique la funcion, su primera deriva- 
da y su segunda dehvada en el intervalo [-10,10]. Luego use comandos de Matlab 
para exhibir las posiciones de los mmimos locales, seguidos en una lmea aparte de 
las posiciones de los måximos locales. 

1. g^(x) = x 3 -5x 2 + 2x + 8 

2. g 2 (x) = x 2 + 4x + 4 

3. g 3 (x) = x 2 -2x + 2 

4. g 4 (x) = 10x-24 

5. g^ x ) = x s _ 4x 4 _ 9x 3 + 32x 2 + 2Sx - 48 



RESUMEN DEL CAPITULO 



En este capitulo se presentaron técnicas de integracion y derivacion numérica. Las 
técnicas de integracion numérica aproximan el area bajo una curva, y las de deriva- 
cion numérica aproximan la pendiente de una curva. Las funciones Matlab de inte- 
gracion son quad y quads, que realizan una forma iterativa de la regla de Simpson y 
una técnica de Newton-Cotes iterativa, respectivamente. Ambas funciones requieren 
que la funcion por integrar sea una funcion Matlab, ya sea eståndar o escrita por el 
usuario. La funcion Matlab que puede usarse para calcular la derivada de una fun- 
cion es dif f, que calcula las diferencias entre elementos adyacentes de un vector. 
Para calcular la derivada de una funcion /respecto a x, se requieren dos referencias a 
la funcion dif f, como en dif f (f ) ./dif f (x) . 



Términos clave 

cuadratura punto critico 

diferencia central punto extremo 

diferencia hacia adelante regla de los trapecios 

diferencia hacia atrås regla de Simpson 

derivacion numérica singularidad 
integracion numérica 
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Resumen de Matlab 

En este resumen de Matlab se listan todos los comandos y funciones que se definie- 
ron en el capftulo. También se incluye una breve descripcidn de cada uno. 

COMANDOS Y FUNCIONES 

dif f calcula las diferencias entre valores adyacentes 

quad calcula la integral bajo una curva (Simpson) 

quad8 calcula la integral bajo una curva (Newton-Cotes) 



Notas de 

1. No oJ vide especificar el tipo de ecuacion de diferencias (hacia adelante, hacia 
atrås, central) en los comentarios de un programa que calcula una derivada 
numérica. 



Notas de depuraci6n 

1 . Si una funcidn contiene una singularidad en el intervalo de interés, dividalo en 
subintervalos de modo que la singularidad quede en los extremos. Evalue la 
singularidad usando otras técnicas, como la regla de LHopital. 



Problemas 

Los problemas 1 al 4 se relacionan con la aplicacidn de ingenieria que presentamos en 
este capitulo. Los problemas 5 al 11 tienen que ver con nuevas aplicaciones. 

Anålisis de flujo en tuberfas. Estos problemas se relacionan con el anålisis de 
flujo en un oleoducto presentado en la seccidn 7.2. 

1. Modifique la funcidn veiocity de modo que r (] y n también sean argumentos de 
la funcidn. 

2. Genere una tablå que muestre la velocidad de flujo media para una tuberfa 
usando los valores enteros de n desde 5 hasta 10. Use la funcidn del problema 1. 

3. Genere una tablå que muestre la velocidad de flujo media para tuberfas con 
radios de 0.5, 1.0, 1.5 y 2.0 m. Suponga que los demås paråmetros no cambian 
respecto a los valores especificados en el problema original. Use la funcidn del 
problema 1. 

4. Modifique el programa creado en la seccidn 7.2 de modo que el usuario pueda 
introducir el valor de v . . 
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Trayectoria de cohete sonda. Los siguientes datos representan valores de tiem- 
po y altura para un cohete sonda que esta realizando investigaciones atmosféricas en 
la ionosfera. 

Tiempo, s Altura, m 



0 


60 


10 


2,926 


20 


10,170 


30 


21,486 


40 


33,835 


50 


45,251 


60 


55,634 


70 


65,038 


80 


73,461 


90 


80,905 


100 


87,368 


110 


92,852 


120 


97,355 


130 


100,878 


140 


103,422 


150 


104,986 


160 


106,193 


170 


110,246 


180 


119,626 


190 


136,106 


200 


162,095 


210 


199,506 


220 


238,775 


230 


277,065 


240 


314,375 


250 


350,705 



5. La funcion de velocidad es la derivada de la funcidn de altura. Usando deriva- 
cion numérica, calcule los valores de velocidad a partir de estos datos, usando 
una diferencia hacia atras. Grafique los datos de altura y velocidad en dos gra- 
ficas distintas (cabe senalar que se trata de un cohete de dos etapas). 

6. La funcion de aceleracion es la derivada de la funcion de velocidad. Usando los 
datos de velocidad obtenidos en el problema 5, calcule los datos de aceleracion, 
usando una diferencia hacia atrås. Grafique los datos de velocidad y acelera- 
cion en dos gråficas distintas. 

7. Grafique los datos de velocidad en la misma grafica usando las tres ecuaciones 
de diferencias. 

8. Parta de los datos de aceleracion para este cohete que se calcularon en el pro- 
blema 6. Integre los datos para obtener valores de velocidad (no podra usar las 
funciones quad porque solo tiene puntos de datos; use la regla de los trapecios o 
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la regla de Simpson). Grafique los datos de velocidad calculados en el proble- 
ma 5 y los calculados en este problema en la misma gråfica. 
9. Parta de los datos de velocidad para este cohete que se calcularon en el problema 5. 
Integre los datos para obtener valores de altura (no podrå usar las funciones 
quad porque solo tiene puntos de datos; use la regla de los trapecios o la regla de 
Simpson). Grafique los datos de altura dados en el enunciado del problema y 
los calculados en este problema en la misma gråfica. 

Analisis de funciones. Los siguientes problemas estån relacionados con la in- 
tegracion numérica y la derivacion numérica. 

10. La funcion festå definida por la siguiente ecuacion: 
f(x) = 4e~ x 

Grafique la funcion en el intervalo [0,1]- Use técnicas de integracion numérica 
para estimar la integral de/(x) en los intervalos [0,0.5] y [0,1]. 

11. Escriba un programa para identificar los puntos de inflexion de una funcion en 
un intervalo dado. (Un punto de inflexion es un punto critico que no es un 
punto extremo.) 



Cortesxa de NASA Lewis Research Center. 



GRAN DESAFIO: 
Funcionamiento de vehiculos 



Una de las nuevas tecnologias de prøpulsion mås prometedoras que se estån desarrollando 
para los aviones de transporte del futtiro es un motor turbohélice avanzado llamado 
abanico sin ductos (UDF, unducted fan). El motor UD F incorpora avances significativos en 
la tecnologia de hélices. Los nuevos materiales, nuevas formas de aspas y velocidades de 
rotacion mås altas permiten a los aviones con motores UDF volar casi con tanta rapidez 
como los de abanico a reaccion y con mayor eficiencia en el gasto de combustible. El UDF 
utiliza juegos de aspas que giran en direcciones opuestas, como se miiestra en esta 
fotografia. Observe la diferencia entre la forma de las aspas UDF y las de las hélices 
convencionales. 



Ecuaciones 

diferenciales ordinarias 



8.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 

8.2 Métodos de Runge-Kutta 

8.3 Resolucion aplicada de problemas: Aceleracion de aviones impulsados por UDF 

8.4 Ecuaciones diferenciales de orden superior 

Resumen del capftulo, Términos clave, Resumen de Matlab, Notas de estilo, 
Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

En esta seccion presentamos un grupo de ecuaciones diferenciales de primer orden y sus soluciones 
analfticas. Después de describir los métodos de Runge-Kutta para integrar ecuaciones diferencia- 
les de primer orden, comparamos las soluciones numéricas del grupo de ecuaciones diferenciales de 
primer orden con las soluciones analfticas. A continuacion examinamos y resolvemos un problema 
de aplicacidn que requiere la resolucion de una ecuacion diferencial; para ello usamos una funcion 
Matlab que implementa métodos de Runge-Kutta de segundo y tercer orden. El capftulo termina 
con una explicacion de la conversion de ecuaciones diferenciales de orden superior en ecuaciones 
diferenciales de primer orden para poder resolverlas usando las técnicas estudiadas en el capftulo. 
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8.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 



Una ecuacidn diferencial ordinaria (EDO) de primer orden es una ecuacion que se 
puede escribir en esta forma: 

dy 

y - s -*fry> 

donde x es la variable independiente y y es una funcion de x. Las siguientes ecuaciones 
son ejemplos de EDO de primer orden: 



Ecuacion 1: 


y 


= g 1 (x,y) = 


3x 2 


Ecuacion 2: 


v 


= g 2 (x,y) = 


-0.131y 


Ecuacion 3: 


v 


= g&y) = 


3.4444E-05 - 0.0015y 


Ecuacion 4: 


y' 


=g 4 (^y) = 


2 • x • cos 2 (y) 


Ecuacion 5: 


y 


= g 5 (x,y) = 


3y + e 2 * 



Observe que y' se da como funcion de x en la Ecuacion 1; y' es funcion de y en las Ecua- 
ciones 2 y 3, y es funcion tanto de x como de y en las Ecuaciones 4 y 5. 

Una solucion a una EDO de primer orden es una funcion y =f(x) tal que f (x) = 
g(x,y). Calcular la solucion de una ecuacion diferencial implica integrar para obtener 
y a partir de y'; por tanto, las técnicas para resolver ecuaciones diferenciales también 
se conocen como técnicas para integrar ecuaciones diferenciales. La solucion de una 
ecuacidn diferencial generalmente es una familia de funciones. Por lo regular se ne- 
cesita una condicidn inicial o condicion de f rontera para especificar una solucion 
unica. Las soluciones analiticas de las EDO que presentamos al principio de esta 
seccion se determinaron usando ciertas condiciones iniciales, y son: 



Solucion de la Ecuacion 1: 


y = 


x 3 - 


7.5 


Solucion de la Ecuacion 2: 


y = 




131 x 


Solucion de la Ecuacion 3: 


y = 


0.022963 - 0.020763*^ 0015 * 


Solucion de la Ecuacion 4: 




tan~ 


'(x 2 + l) 


Solucion de la Ecuacion 5: 


y = 


4e 3x 


-e 2x 



Los detalles para calcular estas soluciones analiticas rebasan el alcance de este texto, 
pero pueden encontrarse en un texto de ecuaciones diferenciales. 

Aunque es preferible resolver analiticamente una ecuacion diferencial, muchas 
ecuaciones diferenciales tienen soluciones analiticas complicadas o simplemente no 
las tienen. En estos casos se requiere una técnica numérica para resolver la ecuacion 
diferencial. Las técnicas numéricas mas comunes para resolver ecuaciones diferen- 
ciales ordinarias son el método de Euler y los métodos de Runge-Kutta. 

Tanto el método de Euler como los métodos de Runge-Kutta aproximan una 
Serie de funcion usando su expansion de serie de Taylor. Recuerde que una serie de Taylor es 

Taylor una expansion que puede servir para aproximar una funcion cuyas derivadas exis- 

ten en un intervalo que contiene a a y a b. La expansion de serie de Taylor def(b) es 

f(b) = j{a) + (b - a)f\a) + <^£f"(a) + . . . + nf^(a) + . . . 



Condicion 
inicial 
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Una aproximacidn de serie de Taylor de primer orden usa los términos en los que 
interviene la funcion y su primera derivada: 

ffl~ffl + {b-a)f{a) 

Una aproximacidn de segundo orden usa los términos en los que interviene la fun- 
cion, su primera derivada y su segunda derivada: 

ffl -f (a) + (b - o)f\a) + <t^L f»(a) 

Cuantos mås términos de la serie de Taylor se usen para aproximar una funcion, mås 
exacta sera la aproximacidn. Las dos funciones Matlab que veremos en la siguiente sec- 
cidn usan aproximaciones de orden 2, 3, 4 y 5 para aproximar el valor de la funcion 
ffl. 

8.2 Métodos de Runge-Kutta 



Los métodos mås utilizados para integrar una ecuacidn diferencial de primer orden 
Método de son los métodos de Runge-Kutta. Estos métodos se basan en aproximar una funcion 

Runge-Kutta usando su expansidn de serie de Taylor; asi, un método de Runge-Kutta de primer 
orden usa una expansidn de serie de Taylor de primer orden, un método de Runge- 
Kutta de segundo orden usa una expansidn de serie de Taylor de segundo orden, etc. 
(El método de Euler es equi valente a un método de Runge-Kutta de primer orden.) Las 
funciones Matlab que presentaremos mås adelante en esta seccidn usan aproxima- 
ciones de orden 2, 3, 4 y 5 para estimar valores de una funcion desconocida/usando 
una ecuacidn diferencial. 

La serie de Taylor para evaluar/(fr) estå dada por la siguiente expansidn: 

ffl =f{a) + (b - a) f (a) + ^^fffl + . . . + f»\a) + . . . 

Si suponemos que el término (b - a) representa un tamano de paso h, podemos 
reescribir la serie de Taylor en esta forma: 

ffl -ffl + hf'(a) +^/" («) + . . • + jjjMa) + . . . 

Puesto que y =/(*), podemos simplificar la notacidn aun mås si suponemos que 
y b =f(b\V a -/<*), V: Y asi: 

APROXIMACION DE PRIMER ORDEN (MÉTODO DE EULER) 

Una ecuacidn de integracidn Runge-Kutta de primer orden es la siguiente: 

y* = y„ + '*y/ 

Esta ecuacidn estima el valor de la funcion y b usando una lmea recta que es tangente 
a la funcion en y a , como se muestra en la fig. 8.1. Para calcular el valor de y h (que se 
supone estå en la Knea tangente) usamos un tamano de paso h (igual a b - a) y un 
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a b 

Figura 8.1 Cdlculo dey b usando un 
método Runge-Kutta de primer orden. 



punto de partida yj se usa la ecuacion diferencial para calcular el valor de y \ Una 
vez determinado el valor de y ?/ podemos estimar el siguiente valor de la funcion/(c) 
usando lo siguiente: 

y c = y b + hy; 

Esta ecuacion usa la Knea tangente en y b para estimar y c , como se muestra en la figura 
8.2. Puesto que se necesita un valor inicial o de frontera para iniciar el proceso de 
estimacion de otros puntos de la funcion /(x), los métodos de Runge-Kutta (y el 
de Euler) también se denominan soluciones de valor inicial o soluciones de valor 
de frontera. 

La ecuacion de integracion Runge-Kutta de primer orden es sencilla de aplicar, 
pero dado que aproxima la funcion con una serie de segmentos de recta cortos, po- 
dna no ser muy exacta si el tamario de paso es grande o si la pendiente de la funcion 
cambia con rapidez. Es por ello que con frecuencia se usan ecuaciones de integra- 
cion Runge-Kutta de orden superior para aproximar la funcion desconocida. Estas 
técnicas de orden superior promedian varias aproximaciones de tangente a la fun- 
cion, obteniendo asi resultados mås exactos. Por ejemplo, una ecuacion de integracion 
Runge-Kutta de cuarto orden usa términos de la expansion de serie de Taylor que 
incluyen la primera, segunda, tercera y cuarta derivadas, y calcula la estimacion de 
la funcion usando cuatro estimaciones de tangente. 




abc 



Figura 8.2 Cdlculo de y c usando un método 
Runge-Kutta de primer orden. 
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FUNCIONES ode 

Matlab contiene dos funciones para calcular soluciones numéricas de ecuaciones di- 
ferenciales ordinarias: ode23 y ode* 5. A continuacion describimos los argumentos; 
luego presentamos algunos ejemplos. 

[x,y] = ode23 ( 1 nombre„func ' , a,b, inicial) 

Devuelve un conjunto de coordenadas x y y que representan la 
funcion y =f(x) y se calculan usando métodos de Runge-Kutta de 
segundo y tercer orden. El ■ nombre_f unc ■ define una funcion/ que 
devuelve valores de la ecuacion diferencial y' = g{x,y) cuando 
recibe valores de x y y. Los valores a y b especifican los extremos 
del intervalo en el cual deseamos evaluar la funcion y =/(*). El 
valor de initial especifica el valor de la funcion en el extremo 
izquierdo del intervalo [a,b] .* 

[x,y] = ode4 5 (' nombre_f unc ' , a # b, inicial ) 

Devuelve un conjunto de coordenadas x y y que representan la 
funcion y =f(x) y se calculan usando métodos de Runge-Kutta de 
cuarto y quinto orden. El •nombre_func ■ define una funcion /que 
devuelve valores de la ecuacion diferencial y' = g(x,y) cuando 
recibe valores de x y y. Los valores a y b especifican los extremos 
del intervalo en el cual deseamos evaluar la funcion y =/(*). El 
valor de initial especifica el valor de la funcion en el extremo 
izquierdo del intervalo [a,b] . 

Las funciones ode2 3 y ode45 también pueden llevar dos paråmetros adicionales. Se 
puede usar un quinto paråmetro para especificar una tolerancia relacionada con el 
tamario de paso; las tolerancias por omision son 0.001 para ode2 3 y 0.000001 para 
ode45. Se puede usar un sexto paråmetro para solicitar que la funcion exhiba resulta- 
dos intermedios (es decir, que realice un rastreo); el valor por omision de 0 indica 
que no se deben rastrear los resultados. tø /tm/tna /twstwnrj res* a*y«/*é#n/€V 

sys r/ r s/ r/ s?s* &//Ye& //?■/"/////' w/z/fsz/w/frj es? e/y?/ f t?p/Y////// y?se c/e^?s?Y??s? r/zrAe-) /7/'y/////e/? - 

Como ilustracion de la funcion ode2 3, presentamos los pasos para calcular las so- 
luciones numéricas de las ecuaciones diferenciales dadas en la seccion 8.1. Puesto que 
conocemos las soluciones analiticas de estas EDO, también calcularemos y graficaremos 
la solucion analitica como una serie de puntos; la solucion numérica se graficarå con 
una curva. Las siguientes instrucciones Matlab definen las funciones requeridas para 
evaluar las ecuaciones diferenciales, suponiendo entradas escalares para x y y :** 

function dy - gl(x,y) 

% Gl Esta funcion evalua una 

% EDO de primer grado . 

% 

dy = 3*x. A 2; 

* initial = y a =f(a). (Nota del R. T.) 

** Recuerde que las funciones # t a g 5 deben escribirse en el editor correspondiente y salvarse con el 
mismo nombre de la funcion y con extension .rn. (Nota del R. T.) 
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function dy = g2(x,y) 

% G2 Es ta funcion evalua una 

% EDO de primer grado. 

% 

dy = -0.131*y; 

function dy = g3(x,y) 

% G3 Esta funcion evalua una 

% EDO de primer grado. 

% 

dy = 3.4444E-05 - 0.0015*y; 

function dy = g4{x # y) 

% G4 Esta funcion evalua una 

% EDO de primer grado. 

% 

dy = 2*x. *cos(y) . A 2; 

function dy = g5{x # y) 

% G5 Esta funcion evalua una 

% EDO de primer grado. 

% 

dy = 3*y + exp(2*x); 

Ahora presentamos los comandos para calcular las soluciones numéricas de las 
ecuaciones diferenciales usando las condiciones iniciales dadas. La solucion numéri- 
ca (x, num_y) se grafica junto con los puntos de la solucion analitica (x,y) para demos- 
trar la exactitud de las soluciones numéricas. 

Ecuacidn 1. Las siguientes instrucciones resuelven gpc,y) dentro del intervalo 
[2,4], suponiendo que la condicion inicial y =f{2) es igual a 0.5. 

% Determinar la solucion de la EDO 1. 

% 

[x,num_jy] = ode23 ( ' gl 1 , 2 , 4 , 0 . 5 ) ; 
y = x. A 3 - 7.5; 

subplot (2, 1,1) ,plot (x,num_j,x,y, ' o' ) , . . . 
title( 'Solucion de la Ecuacion 1' ) , • . . 
xlabeK 'x' ) /y label( 'y=f (x) ' ) ,grid 

La figura 8.3 muestra la comparacion entre la solucion numérica y la analitica en el 
intervalo [2,4]. 

Ecuacidn 2. Las siguientes instrucciones resuelven g 2 (x,y) dentro del intervalo 
[0,5], suponiendo que la condicion inicial y = /(0) es igual a 4. 

% Determinar la solucion de la EDO 2 . 

% 

[x,num_y] = ode23 ( ' g2 ' , 0 , 5 , 4 ) ; 
y = 4*exp(-0.131*x) ; 

subplot (2, 1, 1) ,plot (x,num_y,x,y, ' o 1 ) , . . . 
title {'Solucion de la Ecuacion 2'),... 
xlabeK 'x' ) ,ylabel( 'y=f (x) ' ) , grid 
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Solucion de la Ecuacion 1 




2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.5 3.6 3.8 4 



x 

Figura 8.3 Soluciones numérica y analitica de la Ecuacion 1. 



La figura 8.4 muestra la comparacion entre la solucion numérica y la analitica en el 
intervalo [0,5]. 

Ecuacion 3. Las siguientes instrucciones resuelven g 3 (x,y) dentro del intervalo 
[0,120], suponiendo que la condicion inicial y =/(0) es igual a 0.0022. 

% Determinar la solucion de la EDO 3. 

% 

[x,num_y] = ode23 ( ' g3 1 , 0 , 12 0 , 0 . 0022 ) ; 
y = 0.022963 - 0 . 20763 *exp ( -0 . 0015*x) ; 
subplot (2,1,1) ,plot (x / num_y,x,y / 'o' ) , . . . 

title ('Solucion de la Ecuacion 3'),... 

xlabel ( ' x ' ) , ylabel ( ' y=f (x) ' ) , grid 

La figura 8.5 muestra la comparacion entre la solucion numérica y la analitica en el 
intervalo [0,120]. 



Solucion de la Ecuacion 2 




x 



Figura 8.4 Soluciones numérica y analitica de la Ecuacion 2. 
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„ rt _ 3 Solucion de la Ecuacion 3 



6 i ! ! r 




x 

Figura 8.5 Soluciones numérica y analttica de la Ecuacion 3. 



Ecuacion 4. Las siguientes instrucciones resuelven g 4 (x,y) dentro del intervalo 
[0,21, suponiendo que la condicion inicial y =/(0) es igual a ni 4. 

% Determinar la solucion de la EDO 4. 

% 

[x,num_y] = ode23 ( ' g4 ' , 0 , 2 , pi/4 ) ; 
y = atan(x. *x+l) ; 

subplot (2, 1,1) ,plot (x / num_y,x,y, ' o 1 ) , . . . 

title ('Solucién de la Ecuacion 4'),... 
xlabel ( 'x' ) , ylabeK 'y=f (x) ' ) # grid 

La figura 8.6 muestra la comparacion entre la solucion numérica y la analftica 
en el intervalo [0,2]. 

Ecuacion 5. Las siguientes instrucciones resuelven g 5 {x,y) dentro del intervalo 
[0,3], suponiendo que la condicion inicial y =/(0) es igual a 3. 



Solucion de la Ecuacion 4 




x 

Figura 8.6 Soluciones numérica y analitica de la Ecuacion 4. 
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 



x 

Figura 8.7 Soluciones numérica y analitica de la Ecuacion 5. 



% Determinar la solucion de la EDO 5. 

% 

[x,num_y] = ode2 3 ( * g5 ' , 0 , 3 , 3 ) ; 
y = 4*exp(3*x) - exp(2*x); 
subplot(2, 1,1) ,plot (x,nuitLjy,x # y, ' o' ) , . . . 

title ( 1 Solucion de la Ecuacion 5 ' ) , . . . 

xlabel ( 'x' ) ,ylabel ( 'y=f (x) ' ) ,grid 

La figura 8.7 muestra la comparacion entre la solucion numérica y la analitica en el 
intervalo [0,3]. 

El numero de puntos calculados para la funcion y — f (x) por las funciones ode2 3 
y ode45 estå determinado por las funciones Matlab y no es un paråmetro de entrada. 
Si queremos calcular mås puntos de la funcion /(x), podemos usar un método de inter- 
polacion con los puntos devueltos por ode23 y ode4 5. Por ejemplo, la técnica de 
interpolacidn con spline ciibica que presentamos en el capitulo 6 seria una buena 
candidata para obtener una curva mås continua de la funcion f (x). 

Un ejercicio interesante consiste en volver a ejecutar los cinco ejemplos que 
presentamos usando la funcion ode45 junto con la ode23 y graficar los valores de y 
devueltos por las dos funciones, a fin de compararlos. En general, la funcion ode2 3 
da muy buenos resultados, pero es mejor usar la funcion ode45 en problemas que 
requieran la måxima exactitud posible. 



iPractique! 


■ 


He aquf dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 




V = g.(x,y) = -y 




y'-g b (x>y)= 3y2 
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1 . Escriba funciones Matlab para evaluar estas ecuaciones diferenciales, dados 
valores para xy y. 

2. Suponga que se da una condicion inicial de /(0) = -3.0 para la primera ecua- 
cion diferencial. Use Matlab para resolver esta ecuacion en el intervalo [0,2]. 
Grafique los valores de y correspondientes. 

3. La solucion analitica de la primera ecuacion diferencial es: 

V = -3e~ x 

Vuelva a graficar su solucion al problema 2 y agregue puntos representados 
por esta solucion analitica a fin de comparar la solucion numérica con la 
analitica. 

4. Suponga que se da una condicion inicial de /(0) = 3.0 para la segunda ecua- 
cion diferencial. Use Matlab para resolver esta ecuacion en el intervalo [0,2]. 
Grafique los valores de y correspondientes. 

5. La solucion analitica de la segunda ecuacion diferencial es: 

y = ^28 - 0.5x 2 - e x 

Vuelva a graficar su solucion al problema 4 y agregue puntos representados 
por esta solucion analitica a fin de comparar la solucion numérica con la 
analitica. 



8.3 Resolucion aplicada de problemas: Aceleracion de aviones 

impulsados por UPF 

Un motor turbohélice avanzado llamado abanico sin ductos (UDF, unducted fan) es 
una de las nuevas y prometedoras tecnologias de propulsion que se estån desarro- 
llando para los aviones de transporte del futuro. Los motores de turbohélice, que se 
han usado ya durante décadas, combinan la potencia y confiabilidad de los motores 
a reaccion con la eficiencia de las hélices, y representan una mejora significativa res- 
pecto a los anteriores motores de hélice impulsados por pistones. No obstante, su 
aplicacion se ha limitado a aviones pequenos para cubrir rutas cortas porque no son 
tan råpidos ni tan potentes como los motores de abanico a reaccion que se emplean 
en los aviones de pasajeros de mayor tamano. El motor UDF aprovecha avances sig- 
nificativos en la tecnologfa de hélices que han angostado la brecha de rendimiento 
entre los motores turbohélice y los de abanico a reaccion. Nuevos materiales, formas 
de aspas y mayores velocidades de rotacion permiten a los aviones con motores UDF 
volar casi con la misma rapidez que los provistos de motores de abanico a reaccion, 
con mayor eficiencia de combustible. Ademås, el UDF es considerablemente mås si- 
lencioso que el motor turbohélice convencional. 

Durante un vuelo de prueba de un avion con motor UDF, el piloto de prueba 
ajusto el nivel de potencia del motor a 40,000 newtons, lo que hace que el avion de 
20,000 kg alcance una velocidad de crucero de 180 m/s (metros por segundo). A 
continuacion, las gargantas del motor se ajustan a un nivel de potencia de 60,000 
newtons y el avion comienza a acelerar. Al aumentar la velocidad del avion, el arras- 
tre aerodinåmico aumenta en proporcion con el cuadrado de la velocidad respecto al 
aire. Después de cierto tiempo, el avion alcanza una nueva velocidad de crucero en la 
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que el empuje de los motores UDF es equilibrado por el arrastre. La ecuacion dife- 
rencial que determina la aceleracion del avion es: 

a = — - 0.000062i? 2 
rn 

donde, 



T = nivel de empuje en newtons 

m = masa en kg 

v = velocidad en m/s 

Escriba un programa Matlab para determinar la nueva velocidad de crucero des- 
pués del cambio en el nivel de potencia de los motores, graficando la solucion de la 
ecuacion diferencial. 



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 



Calcular la nueva velocidad de crucero del avion después de un cambio en el nivel 
de potencia. 



DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 



El siguiente diagrama de E/S muestra que la salida del programa es 
de la cual puede obtenerse la nueva velocidad de crucero. 



ill 1 





*> gråfica de vaiores de velocidad 

gråfica de vaiores de aceleracion 



§ 



EJEMPLO A MANO 

La ecuacion diferencial que se va a resolver es la siguiente: 



dV - - g(t,v) - — - 0.00Q062* 2 



Por tanto, para la masa de avion y empuje especificados la ecuacion diferencial es: 

■ 

z/=3.0-0.000062z> 2 

donde v =f(t). La velocidad en el momento en que se aumento el empuje era de 
180 m/s; esta velocidad representa la condicion inicial v = f(0). Podemos usar la 
funcion ode23 para determinar la velocidad dentro de un periodo especificado, 
que comienza con la aplicacion del empuje mayor. Esperamos que la velocidad 
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alta. Dado que la aceleracion es igual a v', podemos usar los valores de velocidad 
calculados por la funcion ode23 para determinar la aceleracion dentro del lapso 
especificado. Esperamos que la aceleracion disminuya después del nuevo empuje 
inicial y vuelva a un valor de cero al hacerse constante la velocidad (velocidad de 
crucero). 

. % * 

4. SOLUCI6N M atlab 

En la solucion Matlab usamos la funcion ode23 para evaluar la ecuacion diferen- 
cial. La solucion de esta ecuacion nos darå valores de velocidad, que pueden ser- 
vir para determinar valores de aceleracion. Luego graficaremos tanto la velocidad 
como la aceleracion dentro de un intervalo de 4 minutos para observar como cam- 
bian. La velocidad deberå aumentar y después estabilizarse en una nueva veloci- 
dad de crucero; la aceleracion deberå disminuir hasta cero. 

% Estas instrucciones calculan la velocidad y aceleracién 
% de un avion después de aplicarse un nuevo empuje. 

% 

initial_vel w 180; 
seconds = 240 i 
% 

[t,num_vj = ode23('g',0, seconds, initial_vel); 
acc = 3 - 0.000062*num_v. *2; 

% 

subplot(2,l,l) ,plot(t,num_v) ,title( 'Velocidad' ) , . . . 

ylabel ( *m/s ' ) ,grid, . . . 
subplot(2,l,2) , plot (t, acc ),title( 'Aceleracion' ) , . . . 

xlabel( 'Tiempo, s' ) , ylabel ( 'm/s A 2 ' ) ,grid 

El archivo M que define la funcion que se usarå para calcular valores de la ecua- 
cion diferencial es el siguiente: 

function dv w g(t,v) 

% G Esta funcion calcula valores 
% dados valores de velocidad. 

% 

dv = 3 - 0 . 0 00 0 6 2 * v . A 2; 

■ ■■ . - „ ' :•" • p. • ••••• •«> "Irr - 

; ; . ; ^ : : X - Vi : . : l :i r :;: 

5. PRUEBA 

Las gråficas generadas por este programa se muestran en la figura 8.8. La nueva 
velocidad de crucero del avion es de aproximadamente 220 m/s. Como se espera- 
ba, la aceleracion se acerca a cero al alcanzarse la nueva velocidad de crucero. 
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Figura 8.8 Velocidad y aceleracion después del nuevo empuje de potencia. 



250 



8.4 Ecuaciones diferenciales de orden superior 



Una ecuacion diferencial de orden superior puede escribirse como un sisterna de 
ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas usando un cambio de variables. 
Por ejemplo, considere la siguiente ecuacion diferencial de orden n: 

y(n) = g{x,y,y',y",. . . f y^~ l) ) 

Primero, definimos n funciones nuevas desconocidas con estas ecuaciones: 



up) 
up) 



= iy(«-2) 



u n _p) =y' 
up) =y 

Entonces, el siguiente sisterna de n ecuaciones de primer orden equivale a la ecua- 
cion diferencial de orden n anterior: 
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u ; =y<«) = g (x,u,,u n _ v . . .,u x ) 
u' = u, 

11 „ -2 =U „- 3 
M „-l'= M „-2 

Para demostrar este proceso, considere la siguiente ecuacion diferencial lineal de 
segundo orden: 

y"=g(x,y,y') = y'{i-y 2 )-y 

Primero definimos dos nuevas funciones: 

up) = y' 
up) = y 

Luego obtenemos este sisterna de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas: 
"/ = V" = g( x > u 2> u i) = "iC 1 ~ u 2 2 ) ~ U 2 

K = u , 

Podemos resolver un sisterna de ecuaciones diferenciales de primer orden usan- 
do las funciones ode de Matlab. Sin embargo, la funcion que se use para evaluar la 
ecuacion diferencial deberå calcular los valores de las ecuaciones diferenciales de 
primer orden acopladas en un vector. La condicion inicial también deberå ser un 
vector que contenga una condicion inicial para y^ nA \ yt"- 2 ), y' , y. Las funciones ode 
de Matlab devuelven soluciones para cada una de las ecuaciones diferenciales de 
primer orden, que a su vez representan a y ( " _1) , y {n ' 2 \ y' , y. 

Para resolver el conjunto de dos ecuaciones acopladas que planteamos en el 
ejemplo anterior, primero definimos una funcion que calcule valores de las ecuaciones 
diferenciales de primer orden: 

function u_pirme = eqns2(x,u) 

% EQNS2 Esta funcion calcula valores 

% para dos ecuaciones acopladas. 

% 

u_prime(l) = u ( 1) * ( 1-u (2 ) *2 ) -u (2 ) ; 
u_prime(2) = u(l); 

Entonces, para resolver el sisterna de ecuaciones diferenciales de primer orden en el 
intervalo [0,20] usando las condiciones iniciales y'(0) = 0.0 y y(0) = 0.25, utilizamos 
estas instrucciones Matlab: 

% Estas instrucciones resuelven una EDO de 2o. orden. 

% 

initial = [0 0.25] ; 

[x,num_y] = ode23 (' eqns2 0 , 20 , initial ) ; 
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Primera derivada de y 

i 1 r— 




y 




x 

Figura 8.9 Solucion de una ecuacion diferencial de segundo orden. 



% 

subplot (2, 1, 1) ,plot (x,num_y< : , 1) ) , . . . 

title ('Primera derivada de y'),grid, ... 
subplot(2,l / 2) / plot(x / num_y(: # 2)) / . . . 

title ( ' y ' ) , xlabel ( • x ■ ) , grid 

Las graficas generadas por estas instrucciones se muestran en la figura 8.9. 



RESUMEN DEL CAPITULO 



En este capitulo describimos los métodos de Runge-Kutta para integrar ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Los métodos de Runge-Kutta aproximan la funcion 
deseada usando su expansion de serie de Taylor: un método de Runge-Kutta de pri- 
mer orden usa una aproximacion de serie de Taylor de primer orden , un método de 
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Runge-Kutta de segundo orden usa una aproximacion de serie de Taylor de segun- 
do orden, etc. Matlab contiene dos funciones para integrar ecuaciones diferenciales de 
primer orden. La funcion ode23 implementa técnicas de Runge-Kutta de segundo y tercer 
orden, y la funcion ode45 implementa técnicas de Runge-Kutta de cuarto y quinto or- 
den. Las ecuaciones diferenciales de orden superior pueden escribirse como un siste- 
rna de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, que pueden resolverse 
usando las funciones ode23 y ode4 5. 



Términos clave 

condicion de frontera método de Euler 

condicion inicial métodos de Runge-Kutta 

ecuacion diferencial ordinaria 



Resumen de Matlab 

En este resumen de Matlab se listan todos los comandos y funciones que se definie- 
ron en el capftulo. También se incluye una breve descripcion de cada uno. 

COMANDOS Y FUNCIONES 

ode2 3 solucion Runge-Kutta de segundo y tercer orden 

ode4 5 solucion Runge-Kutta de cuarto y quinto orden 



Notas de 

1. Al usar técnicas numéricas con argumentos opcionales, asegurese de incluir 
comentarios en el programa que definan los argumentos opcionales y para qué 
sirven cuando se usan. 



Notas de depuraci6n 

Use la funcion ode45 en soluciones de problemas que requieran la mayor exac- 
titud posible. 




RESUMEN DEL CAPJTULO 219 



Problemas 

Los problemas 1 al 4 se relacionan con la aplicacion de ingenierfa que presentamos 
en este capftulo. Los problemas 5 al 17 tienen que ver con aplicaciones nuevas. 

Aceleracidn de aviones con motores UDF. Estos problemas se relacionan con 
el problema de aceleracidn de un avion presentado en la seccion 8.3. 

1. Modifique el programa de modo que exhiba la nueva velocidad de crucero. 
Suponga que esta velocidad se alcanza cuando tres valores velocidad seguidos 
son esencialmente iguales. 

2. Modifique el programa del problema 1 para que también exhiba el tiempo 
(relativo al empuje de potencia) en el que se alcanzo la nueva velocidad de 
crucero. 

3. Modifique el programa del problema 1 de modo que se suponga que se alcanzo 
la nueva velocidad de crucero cuando tres valores de aceleracion seguidos sean 
esencialmente cero. 

4. Modifique el programa de modo que las gråficas esten en unidades de mi/h 
yft/s 2 . 

Problemas de mezclado. Los siguientes problemas usan ecuaciones diferencia- 
les que se determinan a partir del estudio de entrada y salida de materiales en una 
disolucion conocida. 

5. La siguiente ecuacion diferencial describe las relaciones entre el volumen de 
contaminantes x(t) en un lago y el tiempo t (en anos), usando flujos de entrada 
y de salida iguales, y suponiendo una concentracion de contaminante inicial: 

*' = 0.0175 -0.3821* 

Usando un volumen de contaminacion inicial en t = 0 de 0.2290, determine y 
grafique el volumen de contaminantes en un periodo de cinco anos. 

6. Use los datos obtenidos en el problema 5 para determinar cuando el volumen 
de contaminacion del lago se reducirå a 0.1. 

7. La solucion analftica de la ecuacion diferencial presentada en el problema 5 es: 

x(t) = 0.0458 + 0.1832^- 3821 < 

Compare la solucion analftica con la numérica determinada en el problema 5 
graficando ambas soluciones en los mismos ejes. 

8. Usando la solucion analftica presentada en el problema 7, determine un valor 
analftico para la respuesta del problema 6. 

9. Un tanque de 120 galones contiene 90 libras de sal disueltas en 90 galones de 
agua. Una salmuera que contiene 2 libras de sal por galon estå fluyendo hacia 
el tanque a razon de 4 gal / min. La mezcla sale del tanque a razon de 3 gal / min. 
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La ecuacion diferencial que especifica la cantidad de sal x(t) en libras en el tan- 
que en el instante t en minutos es: 

x' = 8 — 



90+ t 



El tanque se llena después de 30 min. Determine y grafique la cantidad de sal 
en el tanque desde t = 0 hasta que el tanque estå lleno. 

10. Usando los datos del problema 9, determine el tiempo necesario para que el 
tanque contenga 150 lb de sal. 

11. La solucion analitica de la ecuacion diferencial dada en el problema 9 es: 

90 4 

x(0 = 2(90 + 0 ■ 



(90 + f) 3 



Compare la solucion numérica con la analitica graficando ambas soluciones en 
los mismos ejes. 

12. Use la solucion analitica dada en el problema 9 para calcular el tiempo necesa- 
rio para que el tanque contenga 150 lb de sal. Compare esta respuesta con la 
que obtuvo en el problema 10. 



Salto con bungee. Un saltador de bungee se prepara para lanzarse desde un globo 
de aire caliente usando una cuerda bungee de 150 m. ÉI quiere estimar su aceleracion, 
velocidad y distancia de cafda måximas para estar seguro de que la fuerza de deten- 
cion del bungee no sera excesiva y que el globo esta a suficiente altura para que el 
saltador no choque con el suelo. La ecuacion que usa para su anålisis es la segunda 
ley de Newton, 

F = ma 



donde F es la surna de las fuerzas gravitatoria, de arrastre aerodinamico y elåstica 
del bungee que actuan sobre el saltador, m es su masa (que es de 70 kg) y a es su 
aceleracion. El comienza por definir la distancia que cae como la variable x (que es 
funcion del tiempo, x(t)). Asi, su velocidad y aceleracion estån representadas por x' y 
x" , respectivamente. El saltador reacomoda entonces la ecuacion de Newton para 
despejar la aceleracion: 

x" =F/m 

Después, éi determina las fuerzas que componen F. La fuerza gravitatoria sera su 
peso, que es: 

W = m ■ g 

= (70kg)'(9.8m/s 2 ) 
= 686 N 

El saltador sabe que el arrastre aerodinamico, D, es proporcional al cuadrado de su 
velocidad, D = c(x / ) 2 , pero no conoce c, la constante de proporcionalidad. Sin embar- 
go, si sabe por su experiencia como paracaidista que su velocidad terminal en caida 
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libre es de unos 55 m/s. Aesa velocidad, el arrastre aerodinåmico es igual a su peso, 
asf que determina c usando: 

c = D/(x') 2 

= (686 N) I (55 m/s) 2 
= 0.227 kg/m 

Por ultimo, después de haber cafdo 150 m, la cuerda bungee comenzarå a tensarse y a 
ejercer una fuerza de detencion, B, de 10 N por cada metro que se estira mås alla de 
los 150 m. Por tanto, habrå dos regiones para calcular la aceleracion. La primera se 
usarå cuando la distancia x sea menor o igual que 150 m: 

x" =F/m 

= (W-D)/m 

= (686-0.227(x') 2 )/70 (8.1) 
= 9.8-0.00324(x') 2 m/s 2 

Se usarå una segunda ecuacion cuando x sea mayor que 150 m: 

x" =F/m 

= (W~D-B)/m 

= (686 - 0.227(x') 2 - W(x - 150))/ 70 (8.2) 
= (31.23 - 0.00324(x') 2 - 0.143x m/s 2 

El siguiente conjunto de problemas se refiere a este salto con bungee: 



13. Integre (8.1) para el intervalo que comienza a los 0 segundos para obtener la 
aceleracion, velocidad y distancia en funcion del tiempo desde el principio del 
salto (que se supone ocurre en t = 0.0). A partir de los resultados, determine 
la velocidad y el tiempo cuando x = 150. (Este es el punto en el que el bungee 
deja de estar flojo.) Tal vez sea necesario experimentar con el intervalo de tiem- 
po a fin de escoger uno que proporcione la velocidad y el tiempo deseados. 

14. Integre (8.2) en un intervalo que inicie en el instante en que x = 150 para calcular 
la aceleracion, velocidad y distancia después de que el bungee se tensa. (Los 
resultados obtenidos en el problema 13 en x = 150 son las condiciones iniciales 
para esta region.) Determine los valores måximos de aceleracion, velocidad y 
distancia. El saltador no quiere que la aceleracion måxima exceda 2^ = 9.8m/s 2 ). 
^La estimacidn de la aceleracion måxima es mayor o menor? ^Qué tan cerca 
llega éi de la velocidad terminal estimada de 55 m/s? ^Qué distancia cae antes 
de comenzar a subir otra vez? ^Cuåntos segundos cae? £A qué altura debe estar 
el globo para asegurar un factor de seguridad de 4? 

15. Suponga que el bungee también tiene una fuerza de friccion viscosa, R, una vez 
que comienza a estirarse, la cual estå dada por: 

R = -l.5x' 

Modifique la ecuacion usada en el problema 14 a modo de incluir esta fuerza, y 
determine los nuevos resultados. ^Cuåntos segundos tarda el saltador en estar 
casi en reposo (cuando las oscilaciones casi cesan)? ^Qué longitud final estirada 
tiene el bungee? iEs logica la respuesta? 
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16. Para el problema 15, determine la longitud del bungee que harå que la acelera- 
cion måxima hacia arriba sea cercana a 2 g. 

17. Para el problema 15, determine la fuerza de detencion por metro que causarå 
una aceleracion måxima de aproximadamente 5 g. 

18. Por su experiencia como paracaidista, el saltador de bungee sabe que si se lanza 
verticalmente hacia abajo presentando un perfil aerodinåmico al viento, puede 
alcanzar una rapidez de unos 120 m/s. Determine el nuevo valor para la cons- 
tante de proporcionalidad del arrastre aerodinåmico c que corresponda a esta 
situacion, y vuelva a calcular los resultados del problema 15. Después, suponga 
que el bungee tiene 300 m de longitud, y determine la velocidad pico del salta- 
dor, el nivel de g måximo y la distancia bajo el globo que el saltador cae si se 
lanza presentando un perfil aerodinåmico al viento. ^Alcanza el limite de 2 g? 
Grafique la fuerza neta que actua sobre el saltador en funcion del tiempo. ^Pue- 
de explicar la forma de la gråfica? 





Temas especiales 

Capitulo 9 Matemåticas simbolicas 
Capitulo 10 Procesamiento de senales 
Capitulo 11 Sisternas de control 



Los capitulos de la parte III contienen funciones Matlab para resolver tipos especiales 
de problemas. En el capitulo 9 presentaremos las funciones Matlab para matemåticas 
simbolicas. Estas funciones nos permiten realizar operaciones simbolicas y crear expresiones 
de forma cerrada para las soluciones de ecuaciones (incluidas ecuaciones diferenciales 
ordinarias) y sisternas de ecuaciones. Las matemåticas simbolicas también pueden servir 
para determinar expresiones analiticas de la derivada y la integral de una expresion. 
En el capitulo 10 presentamos varias funciones Matlab que se emplean en el procesamiento 
de senales. Éstas incluyen una funcion FTT que sirve para analizar el contenido de 
frecuencias de una senal, y funciones para analizar, disenar e implementar filtros digitales 
que sirven para extraer informacion especifica de una senal digital. El capitulo 11 presenta 
varias funciones para convertir un modelo de sisterna de una forma eståndar a otra. 
Ademås, se describen varias funciones para generar gråficas como gråficas de Bode, 
gråficas de Nyquist y gråficas de lugares geométricos de raices que permiten visualizar 
las caracteristicas de un sisterna. 



Los globos meteorologicos obtienen datos de la atmosfera superior que se usan en el 
desarrollo de modelos del clima. Estos globos se llenan con helio y suben hasta 
un punto de equilibrio, donde la diferencia entre la densidad del helio dentro del globo y 
la del aire exterior es aperias suf iciente para sostener el peso del globo. Durante el dia, el 
Sol calienta el globo, haciendo que suba a un nuevo punto de equilibrio; en la noche, el 
globo se enfria y desciende a menor altura. El globo puede servir para medir la temperatur- 
presion, humedad, concentraciones qunfticas y otras propiedades del aire. Un globo 
meteorologico puede permanecer en Us alturas unas cuantas horas o varios anos, recabando 
datos ambientales. El globo cae a tierra cuando øl helio se pierde por fugas o se libera. 

mW/ ::; ' " '.f ■/'■ ■ r ■ ■'■ .•' 
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Objetivos 

En los capitulos anteriores se demostraron las capacidades de Matlab para los cålculos numéricos. En 
este capitulo presentaremos algunas de sus capacidades para manipulaciones simbolicas. Después 
de mostrar como se define una expresion simbolica, describiremos las funciones para simplificar 
expresiones matemåticas y realizar operaciones con expresiones matemåticas. Ademås, presentare- 
mos secciones sobre la resolucion de ecuaciones empleando matemåticas simbolicas y la derivacion e 
integracion usando expresiones simbolicas. 
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9.1 Algebra simbolica 



Toolbox de 

Matemåticas 

Simbolicas 



En los capitulos anteriores usamos Matlab para realizar cålculos con numeros; en 
este capftulo lo usaremos para calcular con sfmbolos. Esta capacidad para manipular 
expresiones matemåticas sin usar numeros puede ser muy util para resolver ciertos 
tipos de problemas de ingenierfa. Las funciones simbolicas de Matlab se basan en el 
paquete de software Maple V, producido por Waterloo Maple Software, Inc., de 
Canada. Un conjunto completo de estas funciones simbolicas viene incluido en el 
Symbolic Math Toolbox, que forma parte de la Version Profesional de Matlab; la 
version 4 de la Edicion para Estudiantes de Matlab contiene un subconjunto de las 
funciones simbolicas. 

En este capftulo nos concentraremos en el algebra simbolica, que se usa para 
factorizar y simplificar expresiones matemåticas, determinar soluciones de ecuaciones, 
e integrar y derivar expresiones matemåticas. Entre las capacidades adicionales que 
no veremos en este capftulo estån las funciones simbolicas de algebra lineal para 
calcular inversas, determinantes, valores propios y formas canonicas de matrices sim- 
bolicas; aritmética de precision variable para evaluar numéricamente expresiones 
matemåticas con la exactitud deseada; y funciones matemåticas especiales que eva- 
luan funciones como las transformadas de Fourier. Si desea detalles sobre estas capa- 
cidades simbolicas adicionales, consulte la documentacion del Symbolic Math Toolkit. 

y/sr /s/rj ///r//r// / // // r//?) j/z/z/r/rr/?/ Atr -j/zr/r/t yrv///r//'/zr//'/r r/r /r?) /r/syzzrz/r*) r/r 
rrv/z/zzz/r/r/r/r/ y /r/*j /r/vr/// //'//////,> z/r .jr/sz/wr. Jr /ry ///V/vy/ rr//t/v//r//v'r-> r////'r/r/zr//r*j /////r/ 
//rr/////r/t////' J// //)r. 



EXPRESIONES SIMBOLICAS 



Una expresion simbolica se almacena en Matlab como una cadena de caracteres. Por 
tanto, se usan apostrofos para definir las expresiones simbolicas, como se ilustra con 
los siguientes ejemplos: 

'tan(y/x)' - X A 3 - 2*x A 2 + 3' 

' 1/ (cos (angle) + 2)' '3*a*b - 6' 



En expresiones con mås de una variable, muchas veces es importante conocer, o 
Variable especificar, la variable independiente. En muchas funciones, la variable indepen- 

lndependiente diente se puede especificar como argumento de funcion adicional. Si no se especifica 
una variable independiente, Matlab la escoge. Si hay mås de una variable, Matlab 
seleccionarå la que sea una sola letra miniiscula distinta de i y j que este mås cercana 
a x alfabéticamente; si hay un empate, se escogerå la letra mås adelante en el alf abeto. 
Si no hay tal caråcter, se escogerå x como variable independiente. 
La funcion symvar devuelve la variable independiente: 

symvar { s ) Devuelve la variable independiente de la expresion 

simbolica s. 



Los siguientes ejemplos ilustran el uso de estas reglas para determinar la variable 
independiente en las expresiones simbolicas: 
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expresidn S symvar (S) 

* tan(y/x) ' x 
*x A 3 - 2*x A 2 +3' x 
' 1/ (cos (angle) +2)' x 
■ 3*a*b - 6 1 b 

Matlab incluye una funcion llamada ezpiot que genera una grafica de una ex- 
presidn simbolica de una variable. La variable independiente generalmente adopta 
valores dentro del intervalo [-271,271], a menos que este intervalo contenga una singu- 
laridad (un punto en el que la expresion no estå definida). He aquf un resumen de las 
formas de esta funcion: 

ezpiot (s) Genera una grafica de s, donde se supone que s 

es una funcion de una variable; la variable 
independiente suele variar entre -27t y 2tl 

ezpiot (s, [xmin,xmax] ) Genera una grafica de s, donde se supone que s 

es una funcion de una variable; la variable 
independiente varia entre xmin y xmax. 

SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES MATEMÅTICAS 

Se cuenta con varias funciones para simplificar expresiones matemåticas reuniendo 
coeficientes, expandiendo términos, factorizando expresiones o solamente simplifi- 
cando la expresion. He aquf un resumen de estas funciones: 

coiiect ( s ) Agrupa términos semejantes de s. 

coiiectcs, ■ v ) Agrupa términos semejantes de s respecto a la variable in- 
dependiente 'V. 

expand ( s ) Realiza una expansion de s. 

factor(s) Intenta factorizar s. 

simple ( s ) Simplifica la forma de s a una forma mås corta, si es posible. 

simpiify (s) Simplifica s usando las reglas de simplificacion de Maple. 

Para ilustrar estas funciones, suponga que se han definido las siguientes expresiones 
simbolicas: 

51 = 'x A 3-l' ; 

52 = " (x-3) A 2 + (y-4) A 2 ' ; 

53 = ' sqrt (a A 4*b A 7) ' ; 

54 = " 14*x A 2/ (22*x*y) 1 ; 

La siguiente lista muestra algunas referencias de funcion y sus valores correspondientes: 
referencia valor de la funcion 

factor (Sl) (x-1) * (x*2+x+l) 

expand(S2) x A 2 -6*x+2 5+y A 2 -8*y 
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referencia 

collect (S2) 
collect (S2, 'y' ) 
simplify(S3) 
simple { S4 ) 



valor de la funcidn 

x A 2-6*x+9+ (y-4 ) A 2 
y*2-8*y+ (x-3) *2+16 
a*2*b A (7/2) 
7/ll*x/y 



OPERACIONES CON EXPRESIONES SIMBOLICAS 

Las operaciones aritméticas eståndar pueden aplicarse a expresiones simbolicas usan- 
do funciones simbolicas. Se pueden usar funciones simbolicas adicionales para con- 
vertir una expresion simbolica de una forma a otra. A continuacion resumimos di- 
chas funciones: 

homer(s) Cambia s a su representacion Horner, o anidada. 

numden ( s ) Devuelve dos expresiones simbolicas que representan, 

respectivamente, la expresion del numerador y la expre- 
sion del denominador para la representacion racional de s 

numeric (S) Convierte s a una forma numérica. (s no debe contener 

variables simbolicas.) 

poiy2sym(c) Convierte un vector c de coeficientes de polinomio en un 

polinomio simbolico. 

pret ty (s) Exhibe s en una forma de salida que semeja la tipografia 

empleada en matemåticas. 

sym2poiy (s) Convierte s en un vector de coeficientes de polinomio/ 

symadd(A,B) Realiza una surna simbolica, a+b. 

symdiv(A,B) Realiza una division simbolica, a/b. 

symmui(A,B) Realiza una multiplicacion simbolica, a*b. 

sympow(s,p) Realiza una elevacion a potencia simbolica, s A p. 

symsub(A,B> Realiza una resta simbolica, a-b/* 

Para ilustrar el empleo de algunas de estas funciones, suponga que se definie- 
ron las siguientes expresiones simbolicas: 

pl = l/(y-3) '; 

p2 = ' 3*y/ (y+2) ' ; 

p3 = ' (y+4)+(y-3)*y' ; 



* Si tiene instalado en su computadora el potente procesador de textos LaTex, la instruccion latex (s) 
dara una salida en el codigo LaTex con el que usted podrå procesarla para su edicion con la calidad 
equi valente a las mejores tipograffas de textos matematicos. (Nota del R. T.) 

** Algunas versiones viejas de la Edicion para Estudiantes conteman un error en el archivo M para esta 
funcion. Para corregir el error, es preciso modificar la ultima linea de sym2poiy.m en la caja de herra- 
mientas simbolicas: inserte ans := entre el primer apostrofo y el segundo corchete. 
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La siguiente lista muestra referencias d 

referencia 

symul (pl,p3 ) 
sympow(p2 , 3 ) 
symadd (pl , p2 ) 

[num, den] =numden ( symadd (pl , p2 ) ) 
norner ( symadd ( p3 , ' 1 ' ) ) 



funcion y sus valores correspondientes: 
valor de la funcion 

(y+4) *y 

27*y A 3/ (y+2) *3 
l/(y-3)+3*y/(y+2) 
[-8*y+2+3*y A 2, (y-3)*(y+2) ] 
l+(-12+(l+y)*y)*y 



JPractique! 



Use Matlab para efectuar las siguientes operaciones simbolicas. Suponga que se 
han definido estas expresiones simbolicas: 



51 = ' l/(x+4) 

52 = 'x*2+8*x+16 ' ; 

53 = ' (x+4)*(x-2) ' ; 

1. S1/S2 2. S2/(S1 2 ) 

3. (S3MSD/S2 4. S2 2 



9.2 Resolucion de ecuaciones 



Las funciones matematicas simbolicas pueden servir para resolver una sola ecuacion, 
un sisterna de ecuaciones y ecuaciones diferenciales. La primera explicacion se rene- 
re a la resolucion de una sola ecuacion o de un sisterna de ecuaciones; la segunda 
aborda la resolucion de una ecuacion diferencial ordinaria. 

SOLUCIONES DE ECUACIONES 

A continuacion describimos brevemente las funciones para resolver una sola ecua- 
cion o un sisterna de ecuaciones: 

soive (f) Resuelve una ecuacion simbolica f despejando su 

variable simbolica. Si f es una expresion simbolica, esta 
funcion resuelve la ecuacion f =0 despejando su variable 
simbolica. 

soive ( fi, ... f n) Resuelve el sisterna de ecuaciones representado por 
fi, . . ., fn. 



230 CAP. 9 MATEMATICAS SIMBOLICAS 



A fin de ilustrar la funcion soive, suponga que se han definido las siguientes 
ecuaciones: 



eql = ' x-3=4 ' ; 

eq2 = ' x A 2 -x- 6=0 1 ; 

eq3 = ' x A 2+2*x+4=0 ' ; 

eq4 = ' 3*x+2*y-z=10 ' ; 

eq5 - ' -x+3*y+2*z=5 ' ; 

eq6 = ' x-y- z = - 1 ' ; 



iPractique! 



La siguiente lista muestra los valores producidos por la funcion soive: 
referencia valor de la funcion 

solve(eql) 7 

solve(eq2) [ [3] , [-2] ] ' 

solve(eq3) [ [-l + i*3 A (1/2)], [-l-i*3 A (l/2)]] ' 

solve (eq4,eq5,eq6) x = —2, y= 5, z =-6 



Resuelva los siguientes sisternas de ecuaciones usando matemåticas simbolicas. 
Compare sus respuestas con las calculadas empleando los métodos de matrices 
del capitulo 8. (Recuerde usar variables de una sola letra.) 



1. 


-2x, 


+ 


X 2 




x i 


+ 


X 2 


2. 


-2.T, 


+ 


X 2 




-2.v, 


+ 


X 2 


3. 


-2.T, 


+ 


X 2 




-6.v, 


+ 


3x, 


4. 


-2x } 


+ 


X 2 




-2a-, 


+ 


X 2 


5. 


3x 1 


+ 


2x 2 




-x. 


+ 


3x 2 




x. 




X 2 


6. 


3x, 


+ 






-x, 


+ 


3x 2 




x \ 




X 2 


7. 


10x, 




7x 2 




-3x, 


+ 


2x 2 




5x, 


+ 


X 2 


8. 


x, 


+ 


4x 2 




2x, 


+ 


7x, 




x, 


+ 


4x 2 




3x, 




10x 2 





-3 










3 










-3 










1 










-3 










-9 










-3 










-3.00001 






X 3 




10 




+ 


2x, 




5 






X 3 




-1 






X 3 




1 




+ 


2x 3 




1 






X 3 




1 




+ 


0x 3 




7 




+ 


6x 3 




4 




+ 


5x 3 




6 






X 3 


+ 


*4 = 


2 


+ 


x 3 




^ 4 = 


16 




X 3 


+ 


^ 4 - 


1 




2x 3 


+ 


5x, = 

4 


-15 
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Ecuacion 
diferencial 
ordi nåria de 
primer orden 



SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de primer orden es una ecuacion que 
puede escribirse en la siguiente forma: 

donde x es la variable independiente y y es una funcion de x. Una solucion a una 
EDO de primer orden es una funcion y =f(x) tal que/'( x ) = S( X ^)- Calcular la solucion 
de una ecuacion diferencial implica integrar para obtener y a partir de y'; por tan to, 
las técnicas para resolver ecuaciones diferenciales también se conocen como técnicas 
para integrar ecuaciones diferenciales. La solucion de una ecuacion diferencial gene- 
ralmente es una familia de funciones. Por lo regular se necesita una condicion inicial 
o condicion de frontera para especificar una solucion unica. 

En el capitulo 8 presentamos las funciones de Matlab para calcular la solucion 
numérica de una ecuacion diferencial. Sin embargo, si existe una solucion analitica de 
la ecuacion diferencial, generalmente es preferible usarla. La funcion simbolica para 
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es dsoive: 



dsolve ( ' ecuacion ' , ' condicion ' ) 



Resuelve simbdlicamente la ecuacion 
diferencial ordinaria especificada por 
■ ecuacion ' . El argumento opcional 
■condicion' especifica una condicion 
de frontera o inicial. 

La ecuacion simbolica usa la letra d para denotar derivacion respecto a la variable 
independiente. Una d seguida por un digito denota derivacion repetida. Asi, Dy re- 
presenta dy/dx, y D2y representa d 2 y / dx 2 . 

Para ilustrar el uso de la funcion dsoive, usaremos tres EDO que también se 
usaron en el capitulo 8 como ejemplos para determinar soluciones numéricas de 
ecuaciones diferenciales ordinarias: 



Ejemplo 1: 






EDO: 


y 


= 3x 2 


condicion inicial: 


y'(2) 


= 0.5 


Ejemplo 2: 






EDO: 


y' 


= 2 • x • cos 2 (t/) 


condicion inicial: 


y(0) 


= 71/4 


Ejemplo 3: 






EDO: 


y' 


= 3y + e 2 x 


condicion inicial: 


3/(0) 


= 3 



Las instrucciones Matlab que determinan soluciones simbolicas para estas 
ecuaciones diferenciales son: 



soln_l = dsoive ('Dy = 3*x A 2','y(2) = 0.5') 

soln_2 = dsoive ( 1 Dy = 2 *x*cos (y ) A 2 ' , ' y ( 0 ) = pi/4') 

soln_3 = dsoive ('Dy = 3*y + exp ( 2 *x) ' , ' y ( 0 ) =3') 
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Después de ejecutarse estas instrucciones, se genera la siguiente salida: 

soln_l = 

x A 3-7. 500000000000000 
soln 2 = 
atan(x A 2+l) 
soln_3 = 

-exp(2*x) +4*exp(3*x) 

Estas soluciones coinciden con las soluciones analfticas presentadas en el capitulo 8. 
Para graficar la primera solucion, podnamos usar la funcion ezpiot en el intervalo 
[2,4]: 

ezpiot (soln_l, [2,4] ) 

9.3 Derivacion e integracion 

Las operaciones de derivacion e integracion se usan mucho para resolver problemas 
de ingenieria. En el capitulo 7 estudiamos técnicas para realizar derivacion numérica 
e integracion numérica usando valores de datos; en esta seccion veremos la deriva- 
cion e integracion de expresiones simbolicas. 

DERIVACION 

Usamos la funcion dif f para determinar la derivada simbolica de una expresion simbo- 
lica. Hay cuatro formas de usar la funcion dif f para realizar una derivacion simbolica: 

dif f (f) Devuelve la derivada de la expresion f respecto a la variable 

independiente por omision. 
dif f (f, ■ t - ) Devuelve la derivada de la expresion f respecto a la variable t. 
dif f (f ,n) Devuelve la n-ésima derivada de la expresion f respecto 

a la variable independiente por omision. 
diff(f,'t',n) Devuelve la n-ésima derivada de la expresion f respecto 

a la variable t. 

Puesto que la funcion dif f también se usa para la derivacion numérica, usted 
podria preguntarse como sabe la funcion si debe calcular diferencias numéricas o 
realizar derivacion simbolica. La funcion puede determinar qué es lo que se desea 
analizando los argumentos de entrada: si el argumento es un vector, calcula dife- 
rencias numéricas; si el argumento es una expresion simbolica, realiza derivacion 
simbolica. 

Ahora presentamos varios ejemplos del uso de la funcion dif f para derivar 
simbolicamente. Suponga que se han definido las siguientes expresiones: 

51 = 1 6*x*3-4*x A 2+b*x-5 ' ; 

52 = ' sin (a) ' ; 

53 = ' (1 - t*3) / (1 + tM) ' ; 
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La siguiente lista muestra referencias de funcion y sus valores correspondientes: 

ref erencia valor de la funcion 

dif f (Sl) 18*x A 2-8*x+b 

diff(Sl,2) 36*x-8 

diff(Sl,'b') x 

diff(S2) cos(a) 

dif f (S3) -3*t A 2/ (l+t A 4) -4* (l-t A 3) / (l+t A 4) A 2*t A 3 

simplify(dif f (S3) ) t A 2*(-3+t A 4-4*t) / (l+t A 4) A 2 



Determine la primera y segunda derivadas de las siguientes funciones empleando 
las funciones simbolicas de Matlab: 

1. g } (x) = x 3 -5x 2 + 2x + 8 

2. £ 7 (x) = (x 2 + 4x + 4)*(x-l) 

3. g 3 (x) = (3x-l)/x 

4 - g 4 M = (* 5 ~ 4x 4 - 9x 3 + 32) 2 



INTEGRACION 

Usamos la funcion int para integrar una expresion simbolica f. Esta funcion intenta 
encontrar la expresion simbolica f tal que dif f (f) = f. Es posible que la integral 
(o antiderivada) no exista en forma cerrada o que Matlab no pueda obtener la inte- 
gral. En estos casos, la funcion devolverå la expresion sin evaluarla. La funcion int 
puede usarse en las siguientes formas: 

int (f) Devuelve la integral de la expresion f respecto a la varia- 

ble independiente por omision. 

int ( f , ■ t ' ) Devuelve la integral de la expresion f respecto a la variable t. 

int ( f # a, b) Devuelve la integral de la expresion f respecto a la varia- 

ble independiente por omision evaluada en el intervalo 
[a, b], donde a y b son expresiones numéricas. 

int ( f , * t ' , a, b) Devuelve la integral de la expresion f respecto a la 
variable t evaluada en el intervalo [a,b], donde a y b 
son expresiones numéricas. 

int ( f , ' m ■ , ' n ' ) Devuelve la integral de la expresion f respecto a la varia- 
ble independiente por omision evaluada en el intervalo 
[m, n], donde m y n son expresiones simbolicas. 
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Para evitar posibles problemas, es recomendable especificar la variable inde- 
pendiente en la derivacion simbolica y en la integracion simbolica. 

Ahora presentamos varios ejemplos del uso de la funcion int para la integra- 
cion simbolica. Suponga que se han definido las siguientes expresiones: 

51 = ' 6*x*3-4*x A 2+b*x-5 ' ; 

52 = * sin (a) ' ; 

53 = ' sqrt (x) ' ; 

La siguiente lista muestra referencias de funcion y sus valores correspondientes: 
referencia valor de la funcion 

int (Sl) 3/2*xM-4/3*x*3 + l/2*b*x A 2-5*x 

int(S2) -cos(a) 

int (S3) 2/3*x A (3/2) 

int (S3, 'a' , 'b' ) 2/3*b A (3/2) - 2/3*a A (3/2) 

int (S3, 0.5, 0.6) 2 /25*15M 1/2 ) -1/ 6*2 M 1/2 ) 

numeric (int (S3, 0 . 5, 0 . 6) ) 0.0741 



iPractique! 



Use las funciones simbolicas de Matlab para determinar los valores de las siguientes 
integrales. Compare sus respuestas con las calculadas mediante integracion nu- 
mérica en el capitulo 7. 



r 06 r i 

Il x I dx 2. 

J 0.5 J 0 

J °" 5 1 x I dx 4. J 



0.5 

\x \ dx 

0.5 



9.4 Resolucion aplicada de problemas: Globos meteorologicos 

Se usan globos meteorologicos para obtener datos de temperatura y presion a dife- 
rentes alturas en la atmosfera. El globo se eleva porque la densidad del helio en su 
interior es menor que la del aire que rodea al globo. Al subir el globo, el aire circun- 
dante se vuelve menos denso, y el ascenso se va frenando hasta que el globo alcanza 
un punto de equilibrio. Durante el dia, la luz del Sol calienta el helio atrapado dentro 
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del globo; el helio se expande y se vuelve menos denso, y el globo sube mås. Durante 
la noche, en cambio, el helio del globo se enfria y se vuelve mås denso, y el globo 
desciende a una altura menor. El dia siguiente, el Sol calienta el helio otra vez, y el 
globo sube. Este proceso genera una serie de mediciones de altura con el transcurso 
del tiempo que se pueden aproximar con una ecuacion polinomica. 

Suponga que el siguiente polinomio representa la altura en metros durante las 
primeras 48 horas después del lanzamiento de un globo meteorologico: 

h(t) = -0.12£ 4 + 12t 3 - 380f + 4100f + 220 

donde las unidades de t son horas. Genere curvas para la altura, velocidad y acelera- 
cion de este globo usando unidades de metros, m/s y m/s 2 . Ademås, determine y 
exhiba la altura måxima y su hora correspondiente. 

3NTO DEL PROBLEMA 

_ f 5 ? 

Usando el polinomio dado, determine la velocidad y aceleracion que correspon- 
den a la informacion de altura. Grafique la altura, velocidad y aceleracion. Ade- 
mås, calcule la altura måxima y su hora correspondiente. 

It f t i . : >.5fti : 
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SOLUCION Matlab 



En la solucion Matlab usamos la funcion poiyvai para generar los valores de los 
datos que vamos a graficar. Luego usamos la funcion max para determinar la altu- 
ra rtiåMnfta y su hora correspondiente. 

% Estas ins t rue qiomes gener an curvas de velocidad 
% y aceleracién usanåo un mode lo polinémico para la 
% al tura de un gl obo meteorolégico . 

% 

altitude * ' -G.12*t A 4 + 12*t A 3 - 380*t A 2 + 4100*t + 220 ' j I 
velocity = dif f (altitude, • t ') ; 
acceleration = dif f (velocity, ' t ' ) ; 
% 

t - 0:0.1:48? 

alt_coef ss sym2poly (altitude) ; 
vel__coef as sym2poly (velocity) ; 
acc_coef = sym2po|y ( acce ler at ion ) ; 

% 

subplot (2, §, 1) ,plot (t,polyval (alt_coef , t > ) 
title( 'Altura del globo '),... 

xlabel ('t, horas • ) , ylabel ( ' metros ' ) , grid, pause 
subplot (2 , 1, 1) ,plot ( t,polyval ( vel^coef , t ) / 3 6 0 0 ) , . . . 

tit le ( * Velocidad del globo' ) , . . . 

ylabel I ' metros/ seg ' ) , grid, . . . 
subplot (2,1, 2) ,plot(t,polyval(acc_coef ,t)/ (3600*60) ),.. . 

tit le ( * Aceleracién del globo ' ) , xlabel ( ' t , horas '),... 

ylabel ( 'metros/seg A 2 ' ) ,grid, pause 



[max_alt,k] = max(polyval (alt_coef , t) ) ; 
max_time = t (k) ; 

fprintf ( 'Al tura maxima: %8.2f Tiempo: %6 . 2 £ 
_alt(l), max_time(l)) 



... I I 

\»'.... 



PRUEBA 

Las curvas de altura, velocidad y aceleracién, y la salida del programa, son; 

Altura måxima: 17778.57 Tiempo: 42.40 
X10 4 
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RESUMEN DEL CAPITULO 



En este capftulo presentamos las funciones Matlab para realizar matemåticas simbd- 
licas. Dimos ejemplos para ilustrar la simplificacion de expresiones, operaciones con 
expresiones simbolicas y la obtencion de soluciones simbolicas de ecuaciones. Ade- 
mås, presentamos las funciones Matlab para determinar las derivadas e integrales 
simbolicas de expresiones. 



Ierminos clave 



algebra simbdlica 
cadena de caracteres 
expresion simbdlica 



simbolo 

variable independiente 
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Resumin de Matlab 



En este resumen de Matlab se listan todos los sfmbolos especiales, comandos y fun- 
ciones que se definieron en el capitulo. También se incluye una breve descripcion de 
cada uno. 

CARACTERES ESPECIALES 

se usa para encerrar una expresion simbolica 

COMANDOS Y FUNCIONES 

collect agrupa los coeficientes de una expresion simbolica 

dif f deriva una expresion simbolica 

dsoive resuelve una ecuacion diferencial ordinaria 

expand expande una expresion simbolica 

ezpiot genera una gråfica de una expresion simbolica 

f actor factoriza una expresion simbolica 

homer convierte una expresion simbolica a una forma anidada 

int integra una expresion simbolica 

numden devuelve las expresiones de numerador y denominador 

numeric convierte una expresion simbolica en un numero 

poiy2sym convierte un vector en un polinomio simbolico 

pret ty exhibe una expresion simbolica con tipografia matemåtica 

simple reduce una expresion simbolica 

simpiify simplifica una expresion simbolica 

soive resuelve una ecuacion o un sisterna de ecuaciones 

sym2poiy convierte una expresion simbolica en un vector de coeficientes 

symadd surna dos expresiones simbolicas 

symdiv divide dos expresiones simbolicas 

symmui multiplica dos expresiones simbolicas 

sympow eleva una expresion simbolica a una potencia 

symsub resta dos expresiones simbolicas 

symvar devuelve la variable independiente 



i. 



Dado que las matemåticas simbolicas no se incluyen comunmente en los len- 
guajes de computadora y herramientas de software, se requieren comentarios 
extra para documentar su uso. 
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Notas de depuracion 

1. Para evitar problemas potenciales, es conveniente especificar la variable inde- 
pendiente en la derivacion e integracion simbolicas. 



Problemas 

Flujo de agua. Suponga que se bombea agua a un tanque que inicialmente estå 
vacfo. Se sabe que la tasa de flujo de agua hacia el tanque en el instante t (en segun- 
dos) es de 50 - t litros por segundo. Puede demostrarse que la cantidad de agua Q 
que fluye hacia el tanque durante los primeros x segundos es igual a la integral de la 
expresion 50 - f evaluada de 0 a x segundos. 

1. Determine una ecuacion simbolica que represente la cantidad de agua en el 
tanque después de x segundos. 

2. Determine la cantidad de agua en el tanque después de 30 segundos. 

3. Determine la cantidad de agua que fluyo al tanque entre los 10 y los 15 segun- 
dos después de iniciarse el flujo. 

Resorte elastico. Considere un resorte con el extremo izquierdo fijo y el dere- 
cho libre para moverse en el eje x. Suponemos que el extremo derecho estå en el 
origen x = o cuando el resorte esta en reposo. Si el resorte se estira, su extremo dere- 
cho esta en algun nuevo valor de x mayor que 0; cuando el resorte se comprime, su 
extremo derecho estå en algun valor de x menor que 0. Suponga que el resorte tiene 
una longitud natural de 1 ft y que se requiere una fuerza de 10 lb para comprimir el 
resorte a una longitud de 0.5 ft. Entonces, puede demostrarse que el trabajo (en ft / lb) 
realizado para estirar este resorte desde su longitud natural hasta una longitud total 
de n ft es igual a la integral de 20x en el intervalo de 0 a n - 1. 

4. Use Matlab para determinar una expresion simbolica que represente el trabajo 
necesario para estirar el resorte a una longitud total de n ft. 

5. Calcule el trabajo realizado al estirar este resorte a una longitud de 2 ft. 

6. Si la cantidad de trabajo ejercido es de 25 ft/lb, ^qué longitud tiene el resorte 
estirado? 




GRAN DESAFIO: 

Comprension computarizada del habla 



4? 








Los algoritmos de computadora para el reconocimiento de palabras son complejos y 
funcionan mejor cuando las senales de voz estån "limpias". Sin embargo, cuando las 
senales de voz son captadas por microfonos, también se capta el ruido de fondo. Por 
tanto, es comun incluir pasos de preprocesamiento para eliminar parte del ruido de fondo 
antes de tratar de identificar las palabras de las senales de voz. Estos pasos de 
preprocesamiento pueden requerir varias operaciones que pertenecen al area de 
procesamiento de senales, como analizar las caracteristicas de una senal, descompone 
una senal en sumas de otras senales, codificar una senal en una forma que se pueda 
transmitir f acilmente por un canal de comunicacion y extraer information de una senaL 
El procesamiento de senales puede efectuarse con computadoras como las que usted usa 
en su trabajo o en la escuela; también se efectua en muchos casos usando chips 

Dprocesadores llamados procesadores digitales de senales (DSP), El microprocesador 
f se muestra en esta fotografia es el procesador digital de senales TMS320C80, de rr - 




Instruments. 



WS 



Procesamiento de sehales 



10.1 Anålisis del dominio de frecuencias 

10.2 Anålisis de filtros 

10.3 Implementacion de filtros digitales 

10.4 Diseno de filtros digitales 

10.5 Resolucion aplicada de problemas: Filtros de separacidn de canales 

Resumen del capftulo, Términos clave, Resumen de Matlab, 
Notas de estilo, Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

La Edicion para Estudiantes de Matlab contiene varias funciones seleccionadas de la Signal Processing 
Toolbox (caja de herramientas para procesamiento de senales) y la Control Systems Toolbox (caja de 
herramientas para sisternas de control), que son juegos de herramientas opcionales que se pueden 
adquirir con la version profesional de Matlab. Estas funciones selectas se han combinado en una 
Signal and Systems Toolbox (caja de herramientas para senales y sisternas). En este capftulo veremos 
varias de estas funciones que estån relacionadas con el procesamiento de senales; en el siguiente 
estudiaremos algunas de las funciones restantes relacionadas con los sisternas de control. Las funcio- 
nes que veremos en este capftulo se han dividido en cuatro categorfas: anålisis del dominio de frecuen- 
cias, anålisis de filtros, implementacion de filtros y diseno de filtros. En estas secciones suponemos 
que el lector ya estå familiarizado con los conceptos de procesamiento de senales de dominio de 
tiempo, dominio de frecuencia, funciones de transferencia y filtros. Puesto que la notacion varia en la 
literatura sobre procesamiento de senales, definiremos la notacion que se usara en la explicacion 
de las funciones de procesamiento de senales. 
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10.1 Anålisis del dominio de frecuencias 



Aunque en este capitulo tratamos el procesamiento tanto analogico como digital de 
senales, nos centramos principalmente en el procesamiento digital de senales, o DSP. 
Una senal analogica es una funcion continua (usualmente del tiempo, como en j[t)) 
que representa informacion, tal como una senal de voz, de presion arterial o sismica. 
A fin de procesar esta informacion con la computadora, la senal analogica puede 
muestrearse cada T segundos, generando asi una senal digital que es una sucesion 
de valores tornados de la senal analogica original. Representamos una senal digital 
que ha sido muestreada de una senal continua x(t) usando la siguiente notacion: 

x k = x(kT) 

La senal digital es la sucesion de muestras x k . 

Por lo regular, se toma como tiempo cero el instante en que se comienza a obte- 
ner la senal digital; ast la primera muestra de una senal digital usualmente se desig- 
na con x {) . Por tanto, si una senal digital se muestrea a 10 Hz (10 ciclos por segundo o, 
lo que es equivalente, 10 veces por segundo), los primeros tres valores de la senal 
digital corresponden a los siguientes valores de la senal analogica: 

x Q = x(0T) = x(0.0) 
x } = x(lT) = x(0.1) 
x 2 = x(2T) = x(0.2) 

En la figura 10.1 se compara una senal analogica con su senal digital correspondiente. 
En esta figura, mostramos la senal digital como una sucesion de puntos o muestras, pero 
en general las senales digi tales se grafican con los puntos conectados mediante segmentos 
de linea. El eje y se rotula x(k) o x(kT) para indicar que se trata de una senal digital. 

Recuerde que los submdices de un vector Matlab siempre comienzan con 1, co- 
mo en x(i) , x(2), etc. Los submdices de una senal por lo regular comienzan con 0, 
como en g (y g v etc. No obstante, los submdices de una senal podrian comenzar con 
cualquier valor, incluso uno negativo, como en h_ 2 , h y h Q , etc. Dado que muchas de 
las ecuaciones relacionadas con el procesamiento de senales contienen estos diversos 
submdices posibles, nos gu stana poder usar las ecuaciones sin reescribirlas para ajus- 
tarlas a los submdices. En muchos casos esto puede lograrse asociando dos vectores 
a una senal. Un vector contiene los valores de la senal, y el otro, los submdices aso- 
ciados a esos valores. Asi, si las senales g y h mencionadas al principio de este pårrafo 
contienen 10 valores, los vectores g y h correspondientes también contienen 10 valores. 
Después podemos usar dos vectores adicionales, digamos kg y kh, para representar 
los submdices que corresponden a los 10 valores de g y h. Asi, el vector kg contendna 
valores del 0 al 9; el vector kh contendna valores de -2 a 7. Aunque las ventajas de 
usar este vector extra para representar los submdices se verån con mayor claridad 
cuando presentemos ejemplos del empleo de Matlab con senales, la ventaja princi- 
pal sera que podremos usar las ecuaciones de procesamiento de senales sin tener que 
ajustar los submdices, lo cual podrfa introducir errores. 

En el procesamiento de senales, es comun analizar una senal en dos dominios, 
el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia. La senal en el dominio del 
tiempo se representa con los valores de datos x k ; la senal en el dominio de la frecuen- 
cia se puede representar con un conjunto de valores complejos que representan 
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Figura 10.1 Senales analogicas y digitales. 



los senoides con los cuales se puede representar la senal. Un senoide es una funcion 
coseno con una amplitud A, una frecuencia æy un desf asamiento ø: 

x(t) = A cos(o)t + ø) 
x k = Acos(akT + <f>) 

Observe que una funcion seno o coseno es una funcion de un ångulo (en radianes), 
pero un senoide es una funcion del tiempo. El indice k del valor complejo puede 
servir para determinar la frecuencia del senoide, la magnitud de X k representa una 
version a escala de la amplitud del senoide y la fase de X k especifica el desfasamiento 
del senoide. Puesto que la frecuencia angular co tiene unidades de radianes por se- 
gundo, también podemos escribir el senoide usando una frecuencia angular f, que 
tiene unidades de ciclos por segundo, o hertz (Hz), en esta forma: 

x(t) = A cos(27i/f + ø) 
x k = A cos(2nfkT + </>) 

Use Matlab para generar y graficar senoides. Experimente con diferentes frecuencias, 
amplitudes y desfasamientos; asegurese de que las gråficas tengan las caractensticas 
esperadas. 

Algunos tipos de informacion se pueden percibir mås claramente de la repre- 
sentacion de la senal en el dominio del tiempo. Por ejemplo, si examinamos una curva 
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Espectro de 
frecuencia 



Transformada 

rapida 

de Fourier 



Frecuencia 
de muestreo 



Frecuencia 
de Nyquist 



en el dominio del tiempo por lo regular podemos determinar si la senal es periodica o 
aleatoria. Ademas, a partir de los valores en el dominio del tiempo podemos calcular 
facilmente valores adicionales como media, desviacion eståndar, varianza y poten- 
cia. Otros tipos de informacion, como el contenido de frecuencias de la senal, normal- 
mente no son evidentes en el dominio del tiempo. Por ejemplo, podriamos necesitar 
calcular el contenido de frecuencias de la senal para determinar si estå limitada a una 
banda o si contiene ciertas frecuencias. El contenido de frecuencias de una senal tam- 
bién se denomina espectro de frecuencia. 

Se usa el algoritmo de transformada discreta de Fourier (DFT) para convertir 
una senal digital en el dominio del tiempo en un conjunto de puntos en el dominio de 
la frecuencia. La entrada del algoritmo DFT es un conjunto de N valores de tiempo x k ; 
con ellos, el algoritmo calcula un conjunto de N valores complejos X k que representan 
la informacion en el dominio de la frecuencia, o descomposicion sinusoidal, de la 
senal de tiempo. El algoritmo DFT es, en general, intensivo en computo y puede 
requerir un tiempo de computadora considerable si N es grande. No obstante, si el 
numero de puntos es una potencia de dos (N = 2 M ), se puede utilizar un algoritmo 
especial llamado transformada rapida de Fourier (FFT) que reduce significativamente 
el numero de cålculos necesarios para convertir la senal de tiempo al dominio de la 
frecuencia. 

Puesto que la senal se muestrea cada T segundos, se obtienen l/T muestras por 
segundo; asf, la tasa de muestreo o frecuencia de muestreo es 1 IT muestras/ s, o 
l/T Hz. Se debe tener mucho cuidado al escoger la tasa de muestreo para generar 
una senal digital, a fin de evitar un tipo de interferencia llamado aliasing que se pre- 
senta cuando la tasa de muestreo es demasiado lenta. Puede demostrarse que se evi- 
ta el aliasing si se muestrea una senal con una frecuencia mayor que dos veces la 
frecuencia de cualquier senoide de la senal. Asi pues, si estamos muestreando una 
senal compuesta por la surna de dos senoides, una con una frecuencia de 10 Hz y otra 
de 35 Hz, la frecuencia de muestreo de la senal debe ser mayor que 70 Hz para evitar 
el aliasing. La frecuencia de Nyquist es igual a la mitad de la frecuencia de muestreo 
y representa el lfmite superior de las frecuencias que pueden estar contenidas en la 
senal digital. 

La funcion Ma i lab para calcular el contenido de frecuencias de una senal es la 
funcion fft: 



f f t (x) Calcula el contenido de frecuencias de la senal x y 

devuelve los valores en un vector del mismo 
tamano que x. 

fft (x, n ) Calcula el contenido de frecuencias de la senal x y 

devuelve los valores en un vector con n valores. 

Si el numero de valores de x es una potencia de 2, o si n es una potencia de 2, esta 
funcion usa un algoritmo FFT para calcular los valores de salida; en caso contrario, se 
usa un algoritmo DFT. Si se utilizan dos argumentos de entrada y el numero de valo- 
res en x es menor que n, se anexaran ceros al final de la senal de tiempo antes de 
calcular los valores en el dominio de la frecuencia. Si el numero de valores es mayor 
que n, se usarån los primeros n valores de la senal de tiempo para calcular los valores 
correspondientes en el dominio de la frecuencia. 
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Los valores del dominio de frecuencia calculados por la funcion f f t correspon- 
den a frecuencias separadas por 1 / (NT) Hz. Asf, la /c-ésima salida del FFT corresponde 
a una frecuencia de k/ (NT) Hz. Para ilustrar esto con un caso especifico, si tenemos 
32 muestras de una senal de tiempo que se muestreo a 1000 Hz, los valores de fre- 
cuencia calculados por el algoritmo fft corresponden a 0 Hz, 1/0.032 Hz, 2/0.032 
Hz, etc. Estos valores también son iguales a 0 Hz, 31.25 Hz, 62.5 Hz, etc. La frecuen- 
cia de Nyquist es igual al/ (2T), y corresponderå a F w %wew&éen/é>/w eu/////rte?j 

//?/r/y// f/r/r// yue cr/ve-y/evyr/e r/ wt&wJ e/t /rs //'ect/e/ic/a r/e y ///aJ r//// />r/y/re 

a}/rj /r/ //verj ?je r/e/ ess r/ /r///e/v'rr//r/r/rrr/ '/e/ ( J/i/f y e/./.X/ y s?e r/ cc////?rs?es//r<j r/e //tr/J 
r/ //r/ //YYYrrv/r/rr r/e // -ses/ry/. 

Considere el siguiente grupo de instrucciones Matlab que generan una senal de 
tiempo que contiene 64 muestras: 

% Generar un senoide de 20 Hz muestreado a 128 Hz. 

N = 64; 

T = 1/128; 

k = 0:N-1; 

x = sin(2*pi*20*k*T) ; 

La senal x representa valores de un senoide de 20 Hz muestreado cada 1 / 128 segundos, 
lo que equivale a una tasa de muestreo de 128 Hz (el senoide tiene una frecuencia de 20 
Hz, asf que debe muestrearse con una frecuencia mayor que 40 Hz. La tasa de muestreo 
especificada es 128 Hz, asf que tenemos la seguridad de que no ocurrirå aliasing.) La 
figura 10.2 muestra una grafica de la senal digital x (observe que el vector k da los 
subindices que corresponden a la senal x). 

Puesto que la senal x es un senoide unico, esperamos que el contenido de fre- 
cuencias sea 0 en todos los puntos excepto en el punto del dominio de la frecuencia 
que corresponde a 20 Hz. Para determinar el que corresponde a 20 Hz, necesita- 
mos calcular el incremento en Hz entre puntos del dominio de la frecuencia, que es 



Senoide de 20 Hz 
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Figura 1 0.2 Senal digital sinusoidal, x k . 
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Magnitud de X(k) 




Figura 10.3 Magnitud de X k , 



1/ NT = 2 Hz. Por tanto, una componente de 20 Hz debera aparecer como x 10 , como 
puede verse en la figura 10.3, que se genero con estas instrucciones adicionales: 

% Calcular y graficar el contenido de frecuencias. 
X = fft (x) ; 
magX = abs (X) ; 

subplot (2, 1, 1) , stem(k(l:N/2) / magX(l:N/2) ) , . . . 
title( 'Magnitud de X(k) '),... 
xlabel ( 'k' ) ,ylabel ( ' I X (k) I ' ) ,grid 

Observe el empleo de una nueva funcion de graficacion llamada stem que genera 
una gråfica de puntos con Kneas, o tallos, que conectan los puntos con el eje x. En esta 
gråfica, puede verse que la componente de 20 Hz aparece como x 10 , tal como se espe- 
raba. En muchos casos es deseable graficar la magnitud de usando una escala x en 
Hz en lugar del indice k. En tal caso, la gråfica de la magnitud de X F que se muestra 
en la figura 10.4, se calcula con las siguientes instrucciones: 



Magnitud de X(k) 




Figura 1 0.4 Magnitud de X k en Hz. 
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% Graficar el contenido de frecuencias en funcion de Hz. 
hertz = k*(l/(N*T) ) ; 

subplot(2,l,l) ,stem(hertz(l:N/2) ,magX(l:N/2) ) , . . . 
title( 'Magnitud de X(k) '),... 
xlabel ( 'Hz ' ) ,ylabel ( 1 |X(k) I * ) , grid 

Suponga que la frecuencia del senoide empleado en este ejemplo hubiera sido 
de 19 Hz en lugar de 20 Hz. Dado que el incremento en Hz entre valores de X ; . para 
este ejemplo es de 2 Hz, este senoide debena aparecer en X, donde k = 9.5. Sin embar- 
go, los valores de k son enteros, asf que no existe el valor X g5 . En esta situacion, el 
senoide aparece en los valores de X mås cercanos al mdice calculado. Para este ejem- 
plo, el senoide aparece en los valores X g y X 1Q que corresponden a 18 y 20 Hz, como se 
muestra en la figura 10.5, que se genero con las siguientes instrucciones: 

% Generar senal de tiempo y graficar espectro. 

N = 64 

T = 1/128; 

k = 0:N-1; 

x = sin(2*pi*19*k*T) ; 

magX = abs (ff t (x) ) ; 
hertz = k* (1/N*T) ) ; 

subplot (2, 1, 1) ,stem(hertz (l:N/2) ,magX(l:N/2) ) , . . . 
title( 'Magnitud de X(k) • ) # . . . 
xlabel ( 'Hz ' ) ,ylabel ( ' |X(k) | ' ) ,grid 

Ambas figuras 10.4 y 10.5 contienen el espectro de frecuencia de un solo senoide, 
pero un senoide cae exactamente en un punto que corresponde a un punto de salida 
Fugas del algoritmo FFT, y el otro no. Este es un ejemplo de fugas, que ocurren cuando una 

componente sinusoidal no cae exactamente en uno de los puntos de la salida FFT. 

La funcion if f t usa una transf orma da de Fourier inversa para calcular la senal en el 
dominio del tiempo x k a partir de los valores complejos X k del dominio de la frecuencia: 



Magnitud de X(k) 



1 




C 














Tl' 


p 




c 


p 

T 


T???9999QQQQCDQGQOG)Q 





0 10 20 30 40 50 60 70 

Hz 

Figura 1 0.5 Magnitud de una senal con fugas. 
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i f f t (x) Calcula la senal de tiempo x a partir de sus valores de frecuencia 
x y devuelve los valores en un vector del mismo tamano que x. 

i f f t (x, n) Calcula la senal de tiempo x a partir de sus valores de frecuencia 
x y devuelve los valores en un vector con n valores. 

Se usa un algoritmo råpido si el numero de puntos de los cålculos es una potencia de 
2. Si se usan dos argumentos de entrada y el numero de valores en x es menor que n, 
se anexarån ceros al final de la senal de frecuencia antes de calcularse los valores en 
el dominio del tiempo. Si el numero de valores es mayor que n, se usaran los prime- 
ros n valores de la senal de frecuencia para calcular los valores correspondientes del 
dominio del tiempo. 

El siguiente ejemplo calcula los valores de X k y luego usa if f t para calcular los 
valores de x k a partir de X r El cålculo final determina la surna de las diferencias entre 
la senal original y la calculada por la funcion if f t: 

% Calcular la diferencia entre x e if f t ( f f t (x) ) . 

N = 64; 

T = 1/128; 

k = 0:N-1; 

x = sin(2*pi*19*k*T) ; 
sum (x - if f t (f f t (x) ) > 

El valor que se exhibe es -5.5511e - 017, que pråcticamente es 0. 

El algoritmo FFT es una herramienta de analisis muy potente para trabajar con 
senales digitales. Nuestra explicacion se ha concentrado en la magnitud del valor 
pero también se obtiene informacidn muy importante de la fase de F k . 



Genere y grafique 128 puntos de las siguientes senales usando una tasa de muestreo 
de 1 kHz. Luego, usando el algoritmo FFT, genere y grafique los primeros 64 pun- 
tos de la salida de la funcion f f t. Use una escala de Hz en el eje x. Verifique que los 
picos ocurran en el lugar esperado. 



jPractique! 

-, 







— — _ 




2 sen (2n50kT) 
cos(250ttAT) - sen(200nkT) 
5 - cos(1000/:T) 
4 sen (2507i/cT-7i/4) 



10.2 



Analisis de filtros 



Funcion La funcidn de transferencia de un sisterna analogico puede representarse con una 

de transferencia f unc ion compleja H(s), y la de un sisterna digital se representa mediante una funcion 
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compleja H(z). Estas funciones de transferencia describen el efecto del sisterna sobre 
una serial de entrada y también el efecto de filtracion del sisterna. Tanto H(s) como 
H(z) son funciones continuas de la frecuencia, donde s=jcoyz = é cdi (recuerde que co 
representa la frecuencia en radianes por segundo). Asi, para una frecuencia dada co Q , 
suponga que la magnitud de la funcion de transferencia es B y su fase es (p. Entonces, 
si la entrada del filtro contiene un senoide con frecuencia a> 0 , la magnitud del senoi- 
de se multiplicara por B, y la fase se incrementarå en ø. Los efectos de estos cambios 
se muestran en la figura 10.6 para filtros tanto analdgicos como digitales. 



A sen(o) Q t + 6) 





Filtro 






inalogico 





AB sen{co 0 t+ e +<, 



Aser\{oj Q kT + 0) 





Filtro 
digital 









A-Bsen(co 0 kT+O+Q) 



Figura 1 0.6 Efecto de los filtros sobre los senoides. 



Aunque la funcion de transferencia de un filtro define el efecto del filtro en 
términos de frecuencias, en muchos casos puede describirse en términos de la banda de 
frecuencias que deja pasar. Por ejemplo, un filtro pasabajas deja pasar frecuencias por 
debajo de una frecuencia de corte y elimina las mayores que la frecuencia de corte. 
Un filtro pasaaltas deja pasar las frecuencias mayores que una frecuencia de corte y 
elimina las menores. Un filtro pasabanda deja pasar las frecuencias dentro de una 
banda especificada y elimina las demas. Un filtro parabanda elimina las frecuencias 
dentro de una banda especificada y deja pasar todas las demås. La figura 10.7 mues- 
tra ejemplos de funciones de transferencia para estos cuatro tipos generales de filtros. 




Hz 



Pasaaltas 



Hz 



Pasabanda 



Parabanda 



J |_ [_ 

Hz Hz 

Figura 1 0.7 Funciones de transferencia ideales. 
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0.0 



banda de paso banda de transicion banda de detencion 
Figura 1 0.8 Fil tro pasabajas representative. 

Las funciones de transferencia de la figura 10.7 son filtros ideales, en los que una 
frecuencia pasa o bien es eliminada. Veremos que no es posible disenar filtros con las 
caractensticas exactas de estos filtros ideales. 

La figura 10.8 muestra un ejemplo de la magnitud de un filtro pasabajas repre- 
sentativo que ilustra las caractensticas de la mayor parte de los filtros de este tipo. En 
vez de que cada frecuencia pase o sea rechazada, hay tres regiones: una banda de 
paso, una banda de transicion y una banda de detencion. Estas regiones estån defi- 
nidas por una frecuencia de corte a> c y una frecuencia de rechazo (O r . Si no se indica 
otra cosa, supondremos que la frecuencia que corresponde a una magnitud de 0.7 es 
la de corte, y la que corresponde a una magnitud de 0.1, la de rechazo. Con estas 
definiciones, podemos describir de forma mås especifica la banda de paso, la de tran- 
sicion y la de detencion. La banda de paso contiene frecuencias con magnitudes mayo- 
res que la de la frecuencia de corte; la banda de transicion contiene frecuencias con 
magnitudes entre las magnitudes de las frecuencias de corte y de rechazo; la banda 
de detencion contiene frecuencias con magnitudes menores que la magnitud de la 
frecuencia de rechazo. 

Puesto que una funcion de transferencia es compleja, el anålisis del filtro corres- 
pondiente suele incluir curvas de la magnitud y fase de la funcion de transferencia. 
Las funciones Matlab abs, angle y unwrap pueden servir para determinar la magni- 
tud y fase de las funciones complejas H(s) y H(z) (veremos la funcion unwrap en la 
siguiente seccion). Ademås, podemos usar las funciones f reqs y f reqz para calcular 
los valores de las funciones H(s) y H(z), como veremos a continuacion. 

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA ANALOGICAS 

Filtro analogico Un filtro analdgico estå definido por una funcion de transferencia H(s), donde s = jco. 
La forma general de H(s) es: 
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H(s) ■ 



m 

A(s) 

e"-l 4- ^ c"- 2 



(10.1) 



+ ...+« 



Esta funcion corresponde a un filtro analogico de n-ésimo orden. He aquf algunos 
ejemplos de funciones de transferencia esperificas: 

0.5279 
s 2 + 1.0275s + 0.5279 



s 2 + 0.1117s + 0.0062 

L05g 
s 2 + 1.05s + 0.447 

s 2 + 2.2359 
s 2 + 2.3511S + 2.2359 

Para determinar las caractensticas de los sisternas que tienen las funciones de 
transferencia anteriores, necesitamos graficar la magnitud y la fase de dichas funcio- 
nes. La funcion Matlab f reqs calcula valores de la funcion compleja H(s): 

f reqs (b, a, w) Calcula valores de la funcion de transferencia H(s) = B(s)/ 
A(s), donde b es el vector de coeficientes de B(s) y a es el 
vector de coeficientes de A(s). El vector w contiene los 
valores de frecuencia en radianes por segundo para los 
que queremos evaluar H(s). El vector de valores complejos 
de H(s) tiene el mismo tamano que w. 

Pueden ser necesarios varios ensayos para encontrar una gama de valores 
apropiada para el vector de frecuencias. En general, queremos que la gama de fre- 
cuencias comience en 0 e incluya toda la informacion cntica del filtro. Por tanto, nos 
interesarå determinar el tipo de filtro (pasabajas, pasaaltas, pasabanda, parabanda) y 
las frecuencias criticas (de corte y de rechazo). 

Las siguientes instrucciones determinan y grafican las magnitudes de las cua- 
tro funciones de transferencia del ejemplo. 

% Estas instrucciones determinan y grafican las 
% magnitudes de cuatro filtros analogicos. 

% 

wl = 0:0.05:5; 

Bl = [0.5279] ; 

Al = [1,1.0275,0.5279] ; 

His = f reqs (Bl, Al, wl) ; 

w2 = 0:0.001:0.3; 

B2 = [1,0,0]; 

A2 = [1,0.1117,0.0062] ; 

H2s = freqs(B2,A2,w2) ; 



H 2 (s) = 
H 4 (s) = 
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w3 = 0:0.01:10; 

B3 = [1.05,0] ; 

A3 = [1,1.05,0.447] ; 

H3s = freqs(B3,A3,w3) ; 

w4 = 0:0.005:5; 

B4 = [1,0,2.2359] ; 

A4 = [1,2.3511,2.2359] ; 

H4s = freqs(B4,A4,w4) ; 

% 

subplot (2, 2, 1) ,plot (wl,abs (His) ) , . . . 

title( 'Filtro Hl { s ) ' ) , xlabel ( ' w, rps ' ) , . . . 

ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid, . . . 
subplot (2, 2, 2) ,plot(w2,abs(H2s) ) , . . . 

title( 'Filtro H2 (s) ' ) , xlabel ( 'w, rps '),... 

ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid, . . . 
subplot (2, 2, 3) ,plot (w3,abs(H3s) ) , . . . 

title{ 'Filtro H3(s) ' ) ,xlabel( 'w, rps' ) , . . . 

ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid, . . . 
subplot (2, 2,4) ,plot(w4,abs(H4s) ) , . . . 

title( 'Filtro H4 { s )'), xlabel (' w, rps'),... 

ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid 

La figura 10.9 muestra las graficas de magnitud de estos filtros. 

La fase de un filtro puede determinarse usando la funcion angle, que calcula la 
fase de un numero complejo. Dado que la fase de un numero complejo es un angulo 
en radianes, el angulo solo es unico dentro de un intervalo de ln. La funcion angle 
devolverå valores entre -n y n. La funcion unwrap detecta discontinuidades en ln en 
un vector de valores y sustituye los angulos por valores equivalentes que no tengan 
las discontinuidades. 

angle (x) Calcula la fase de los valores complejos de x. Todos los 

angulos se convierten en valores equivalentes entre -n y n. 

unwrap (x) Elimina discontinuidades en 2n de un vector x. Esta 

funcion suele usarse con la funcion angle, como en 

unwrap (angle (X) ) . 

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA DIGITALES 

Filtro digital Un filtro digital estå definido por una funcion de transferencia H(z), donde z = e^ T . 

La variable z puede escribirse como funcion de la frecuencia (æ) o de la frecuencia 
normalizada (coT). En el primer caso, H(z) también es una funcion de la frecuen- 
cia. Puesto que H(z) se aplica a las senales de entrada con un tiempo de muestreo de 
T, la gama de frecuencias apropiada es de 0 a la frecuencia de Nyquist, que es ni T rps 
ol/ (2T) Hz. Si suponemos que z se usa como funcion de la frecuencia normalizada, 
entonces H(z) tiene un intervalo de frecuencias correspondiente de 0 a n. 

Se puede escribir una forma general de la funcion de transferencia H(z) en la 
siguiente forma: 
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Filtro H1 (s) 



Filtro H2 (s) 




Filtro H3 (s) 




Figura 1 0.9 Ejemplos de filtros analogicos. 



H(z) = 



B(z) 
A(z) 

b„ + b,z~ l + b^z' 2 + . . . + b z~" 

0 I 2 n 

a n + fl t z" ] + a,z~ 2 + . . . + a z~ n 

0 12 n 




0.1 0.2 
w, rps 

Filtro H4 (s) 




(10.2) 



Esta funcion de transferencia corresponde a un filtro digital de orden n. He aqui 
algunos ejemplos de funciones de transferencia especificas: 



H,(z) = 
H 2 (z) = 

HÅz) - 



0.2066 + 0.4131Z-' + O.2O662- 2 
1-0.36952-' + 0.1 958z- 2 

0.894-1.7892-' + 0.8942- 2 
1 -1. 7782-' + 0.7992- 2 

0.42 - 0.42z~ 2 
1 -0.04432- 1 + 0.1592" 2 

0.5792 + 0.44252- 1 + 0.57922- 2 
1 + 0.44252-' + 0.15842" 2 



(Una funcion de transferencia también puede incluir términos en el numerador con 
potencias positivas de 2. Veremos este caso mås adelante.) 
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Ecuacion También puede especificarse un filtro usando una ecuacion de diferencia 

de diferencia eståndar, SDE, que tiene la forma general: 
estandar 

y. = I V„-, - t a k y n _ k (10.3) 

k = ,Vi k = 1 

Hay una relacion directa entre la ecuacion de diferencia y la de transferencia, si supo- 
nemos que N. l en la ecuacion (10.3) es igual a 0: 

y„ = t b k x n _ k - t a k y it _ k (10.4) 

it = 0 k= 1 

En esta forma, los coeficientes b k y a k de la ecuacion (10.4) son precisamente los mis- 
mos coeficientes b k y a k de la ecuacion (10.2), con a Q = 1. Asi, la ecuacion de diferencia 
que corresponde a las funciones de transferencia del primer ejemplo dado después 
de la ecuacion (10.2) es la siguiente: 

y n = 0.2066x 7 + 0.4131*^ + 0.2066* (2 
+ 0.3695y j; .. 1 -0.1958y, ; _ 2 
Si todos los coeficientes a k son iguales a 0, con la excepcion de a Q que es igual a 1, la 
funcion de transferencia correspondiente tendrå un polinomio de denominador igual 
a 1, como se muestra en el siguiente ejemplo: 

V = 0.5x - 1.2* , + 0.25* , 

J it n /i-l ti— 3 

H(z) = 0.5- 1.22- 1 + 0.25z- 3 

Si el denominador de la funcion de transferencia es igual a 1, el filtro es del tipo FIR 
(respuesta de impulso finito); si el denominador no es igual a una constante, el filtro 
es del tipo IIR (respuesta de impulso infinito). Ambos tipos se usan comunmente en 
el procesamiento digital de senales. 

Para determinar las caractensticas de un sisterna con una funcion de transfe- 
rencia dada, necesitamos graficar la magnitud y la fase de la funcion de transferen- 
cia. La funcion Matlab f reqz calcula valores de la funcion compleja H(z): 

[h,wt] = freqz(B,A,n) Calcula valores de la funcion de transferencia 

H(z) = B(z)l A(z), donde b es el vector de coeficien- 
tes de B(z) y a es el vector de coeficientes de A(z). 
El entero n especifica el numero de puntos para los 
que queremos evaluar H(z). Los n valores de H(z) 
se evaluan en puntos equiespaciados de frecuencia 
normalizada en el intervalo [0,tc]. 

Los vectores de coeficientes provienen directamente de la funcion de transferencia. 
El numero de puntos empleados para calcular la funcion de transferencia determina 
la definicion. La definicion debe ser lo bastante fina como para determinar el tipo de 
filtro (pasabajas, pasaaltas, pasabanda y parabanda) y las frecuencias criticas (de ær- 
te y de rechazo). 

El siguiente grupo de instrucciones determina y grafica las magnitudes de las 
cuatro funciones de transferencia de ejemplo dadas al principio de esta explicacion. 
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% Estas instrucciones determinan y grafican las 
% magnitudes de cuatro filtros digitales. 

% 

Bl = [0. 2066,0. 4131, 0. 2066] ; 
Al = [1,-0.3695,0.1958] ; 
[Hlz,wlT] = freqz (Bl, Al, 100) ; 

% 

B2 = [0.894,-1.789,0.894]; 
A2 = [1,-1.778,0.799]; 
[H2z,w2T] = f reqz (B2,A2, 100) ; 

% 

B3 = [0.42,0,-0.42]; 
A3 = [1, -0.443, 0.159] ; 
[H3z,w3T] = freqz (B3,A3, 100) ; 

B4 = [0.5792,0.4425,0.5792]; 
A4 = [1,0.4425,0.1584]; 
[H4z,w4T] = freqz (B4,A4, 100) ; 

Subplot (2, 2, 1) ,plot (wlT,abs (Hlz) ) , . . . 

title ( 1 Filtro Hl(z) '),... 

ylabel ( 'Magnitud ' ) , grid, . . . 
subplot (2 , 2,2) , plot (w2T, abs (H2z) ) , . . . 

title{ ' Filtro H2 ( z )*),.. . 

ylabel ( 1 Magnitud 1 ) , grid, . . . 
subplot (2,2,3) ,plot(w3T,abs(H3z) ) , . . . 

title( 'Filtro H3 (z) ' ) , . . . 

xlabel ( ' Frecuencia normalizada ' ) , 

ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid 
subplot (2,2,4) ,plot(w4T,abs(H4z) ) , . . . 

title( 'Filtro H4(z) 1 ) , . . . 

xlabel ( ' Frecuencia normalizada ' ) , 

ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid, pause 

La figura 10.10 muestra las curvas de estas magnitudes de filtro. Una vez mas,, puede 
verse que estos cuatro filtros representan un filtro pasabajas, uno pasaalias, uno 
pasabanda y uno parabanda. 

La fase de un filtro digital puede graficarse usando la funcion angle o la fun- 
cion unwrap. Ademås, Matlab incluye una funcion grpdeiay que sir ve para determi- 
nar el retardo de grupo de un filtro digital. El retardo de grupo es una med ida del 
retardo medio del filtro en funcion de la frecuencia, y se define como la primera 
derivada negativa de la respuesta de fase del filtro. Si 0(co) representa la respuesta de 
fase del filtro H(z), el retardo de grupo es: 

La funcion grpdeiay tiene tres argumentos de entrada: 

grpdeiay (b, a, n) Determina el retardo de grupo para un filtro digital H(z) 
definido por los coeficientes de n urner ador b y los coe- 
ficientes de denominador a. El entero n especifica el nu me ro 
de valores de retardo de grupo que se desea de term in a r 
dentro del intervalo de frecuencias normalizadas de 0 a k. 
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Puesto que esta funcion utiliza la funcion f f t, es aconsejable seleccionar un valor 
para n que sea una potencia de 2. 



EXPANSIONES DE FRACCIONES PARCIALES 

Al analizar filtros tanto analogicos como digitales, muchas veces necesitaremos rea- 
Expansion lizar una expansidn de fracciones parciales de la funcion de transferencia H(s) o 

de fracciones H(z). Esta expansidn puede servir para expresar el filtro en una estructura en cascada 
parciales Q en una es t ruc tura paralela de subfiltros. También puede usarse una expansidn de 

fracciones parciales para realizar una transformacidn inversa de una funcion en el do- 
minio de la frecuencia a fin de obtener la funcion en el dominio del tiempo corres- 
pondiente. Matlab incluye la funcion residue que realiza una expansidn de fracciones 
parciales (también llamada cålculo de residuo) del cociente de dos polinomios By A. 
Por tanto, esta funcion puede usarse ya sea con H(s) o con H(z), pues ambas funcio- 
nes se pueden representar como un cociente de dos polinomios. Ahora necesitamos 
una definicidn precisa de una expansidn de fracciones parciales a fin de representar 
el caso mas general. 
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Sea G el cociente de dos polinomios de la variable v. Puesto que G podria repre- 
sentar una f raccidn impropia, también podemos expresar G como una fraccion mix- 
ta, como se muestra en seguida: 



G(v) = 



A(v) 



= X kv" 



D(z-) 



(10.5) 
(10.6) 



Si ahora consideramos la fraccion propia N(v)/D(v), podemos escribirla como un 
cociente de dos polinomios en v. El polinomio del denominador se puede escribir 
como un producto de factores lineales con raices p v p y etc. (Las raices del numerador 
también se llaman ceros de la funcion, y las raices del denominador también se 11a- 
man polos de la funcion.) Cada raiz del denominador puede representar una raiz 
unica o una raiz multiple, como en este caso: 



N(v) _ b^v"~ ] +b 2 v"~ 2 + . . . + h ll _ A v+b i 
D(v) ~ (v- p. { ) wl (v - p 2 ) m2 ...(v- p) wr 



Esta fraccion propia se puede escribir como una surna de fracciones parciales. Las 
raices unicas corresponderån a un término de la fraccion parcial; una raiz con multi- 
plicidad k corresponderå a k términos de la expansion de fracciones parciales. La 
expansion puede entonces escribirse asf: 



N(v) 


c - + 


c - + 




D(v) 




(p-p x Y 


"(P-P,)™ 1 


+ 




c 


c 

2m2 


v-p 2 


(v-p 2 Y • 


"(v-p 2 ) m2 


+ 








+ 


c « + 


C, 


C 

rmr 








■(v-p)'"' 



(10.7) 



La funcion residue realiza una expansion de fracciones parciales. Para inter- 
pretar la salida de la funcion residue, usamos la notacion presentada para factorizar 
un polinomio en las ecuaciones (10.5), (10.6) y (10.7). 



[r,p,k] = residue(B,A) Realiza una expansion de fracciones parciales de 

un cociente de dos polinomios, B/A. Los vectores 
b y a contienen los coeficientes de los polinomios 
B y A, respectivamente. El vector r contiene los 
coeficientes C ... el vector p contiene los valores de 
los polos p n y el vector k contiene los valores de k r 
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Es importante darse cuenta de que una expansion de fracciones parciales ge- 
nera] mente no es una expansion unica. A menudo hay varias expansiones distintas 
que representan el mismo polinomio. Desde luego, la funcion residue siempre darå 
la misma expansion para un par dado de polinomios de numerador y denominador, 
pero pod ria no ser la unica expansion para el polinomio. 

A fin de ilustrar el empleo de la funcion residue, presentaremos varios ejem- 
plos. Primero, considere el siguiente polinomio: 

La instruccion Matlab para calcular la expansion de fracciones parciales de este co- 
ciente de polinomios es la siguiente: 

% Realizar una expansion de fracciones parciales. 
B - [1,0,0] ; 
Å = [1,-1.5,0.5]; 
[r,p,k] = residue (B, A) 

Los valores de los tres vectores calculados por la funcion residue son los siguientes: 



1 

.0.5J 



k = [l] 



Por fan to, la expansion de fracciones parciales es la siguiente: 



= i + 



1.52 + 0.5 
2 0.5 



1.0 z-0.5 



Si desea corroborar la expansion, puede combinar los tres términos con un denomi- 
nador comun o usar las funciones Matlab para el anålisis de polinomios que presen- 
tamos en el capitulo 3 a fin de realizar las combinaciones. 
Considere la siguiente funcion: 

Si queremos factorizar esta funcion con residue, utilizamos las siguientes instruc- 

ciones: 

% Realizar una expansion de fracciones parciales. 

B = [1,-13; 

A » [1,4,4] ; 
[r,p,k] - residue { B , A ) 

Los valores de los tres vectores calculados por la funcion residue son los siguientes: 
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1 

--3. 



p = 



-2 
-2. 



k=[] 



Por tanto, la expansion de fracciones parciales es: 
G(2) V +^+4 



2 + 2 (2 + 2f 

Como ejemplo final, considere la siguiente funcion: 
H(z) = 



1 -3.52" 1 + 1.5z" 2 



A fin de ajustarla a la forma general presentada, que usa potencias positivas en los 
polinomios, multiplicamos el numerador y el denominador por z 1 , dando la siguien- 
te forma equivalente: 

1 

H(2) = 2 2 - 3.52 + 1^ 
Para factorizar esta funcion con residue usamos las siguientes instrucciones: 

% Realizar una expansion de fracciones parciales. 
B = [1]; 

A = [1,-3.5,1.5]; 
[r,p,k] = residue(B,A) 

Los valores de los tres vectores calculados por la funcion residue son los siguientes: 

k=[] 

Por tanto, la expansion de fracciones parciales es: 
1 





0.4" 




"3 


r = 


- 0.4. 


p = 


.0.5. 



H(2) = 



z 2 - 3.5z + 1.5 
0.4 0.4 



2-3 2-0.5 

Para escribir esto usando potencias negativas de z podemos multiplicar el numera- 
dor y el denominador de cada término por z -1 : 

0.4Z- 1 0.42- 1 



H(2) = 



1 - 32- 1 1 - 0.52" 1 

Ast podemos usar la funcion residue para determinar términos con potencias nega- 
tivas de z, que pueden ser utiles para efectuar transformaciones z inversas. 
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Para cada una de las siguientes funciones de transferencia, grafique la respuesta 
de magnitud. Determine la banda o bandas de transicion para estos filtros, Use 
frecuencia normalizada en el eje x para los filtros digitales. 



2. 

3. 



H(s) 
H(z) 

H(2) = 

H(s) = 



$ 2 + ^[2s + 1 

0.7072 - 0.707 
z - 0.414 

= -0.163 - 0.0582" 1 + 0.1162" 2 + 0.22" 3 
+ O.II62- 4 - 0.0582- 5 - 0.163z- 6 

5s + l 
s 2 + 0.4s + 1 



10.3 Implementacion de filtros digitales 

Los filtros analdgicos se implementan en hardware usando componentes como 
resistores y condensadores. Los filtros digitales se implementan en software; por 
tanto, en esta seccion nos referiremos especificamente a los filtros digitales. Recuerde 
de la seccion anterior que un filtro digital puede definirse en términos de una funcion de 
transferencia H(z) o bien de una ecuacion de diferencia eståndar. La entrada al filtro 
Ecuacion es una senal digital; la salida es otra senal digital. La ecuacion de diferencia define 

de diferencia los pasos que intervienen en el cålculo de la senal de salida a partir de la de entrada. 

Este proceso se muestra en el diagrama de la figura 10.11, con x como senal de entra- 
da y y n como senal de salida. 

La relacion entre la senal de salida y y la de entrada x se describe con la ecua- 
cion de diferencia, que repetimos en esta forma general de ecuacion de diferencia: 

y„ = f b^-fa^ (10.8) 

k = Ni k = 1 

He aquf unos ejemplos de ecuaciones de diferencia: 





Filtro 

. ;:«Jigiiiald -ii 

i, ;; ■ „,:,.;, ■■„;„!;„ 









Yn 



Figura 10.11 Entrada y salida 
de un filtro digital. 
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y = 0.04x + 0.17* , + 0.25x _ + 0.17* . + 0.04* q 

M-l n-2 m-3 n 4 m-5 

y„ = °- 42 *„ - °- 42 *„- 2 + °- 44 y„-, - °-i6y„_ 2 

y = 0.33x ^ + 0.33* + 0,33x , 

J ti n+l n n-1 

Estas tres ecuaciones de diferencias representan diferentes filtros con diferentes ca- 
racteristicas. La salida del primer filtro depende solo de valores anteriores de la senal 
de entrada. Por ejemplo, para calcular y w necesitamos valores de x 9 , x s , x ? , x 6 y x $ . 
Entonces, usando la ecuacion de diferencia, podemos calcular el valor de y 1Q . Este 
filtro es del tipo FIR (véase la seccion anterior) y el denominador de su funcion de 
transferencia H(z) es 1. El segundo filtro requiere no solo valores anteriores de la 
senal de entrada, sino también valores anteriores de la senal de salida, a fin de calcu- 
lar nuevos valores de salida. Este filtro es del tipo IIR (que también vimos en la sec- 
cion anterior). El tercer filtro es del tipo FIR, porque los valores de salida solo dependen 
de los de entrada. Sin embargo, observe que los submdices de esta tercera ecuacion de 
diferencia requieren que podamos mirar hacia adelante en la senal de entrada. Asf, 
para calcular y 5 necesitamos valores de x 6 , x 5 y x 4 . Este requisito de pronostico no es 
un problema si estamos calculando los valores de la senal de entrada o si estan alma- 
cenados en un archivo. En cambio, si puede ser un problema si los valores de entrada 
estan siendo generados en tiempo real por un experimento. 

La forma mås sencilla de aplicar un filtro digital a una senal de entrada en 
Matlab es con la funcion filter. Esta funcion supone que la ecuacion de diferencia 
eståndar tiene la forma 



= X b k x- X 



(10.9) 



que también corresponde a la siguiente forma de funcion de transferencia, que ya 
vimos en la seccion anterior: 

*>-!§ 

b n + b,z~ l + bjr 2 -f . . . + b z~ n 

0 12 ii 

~ a n -f- az -1 + ajz~ 2 + . . . + a z~ n 

0 12 u 

La ecuacion (10.9) difiere de la (10.8) en que la primera sumatoria comienza con k = 0 
en lugar de k = N v Con esta definicion, la funcion filter es la siguiente: 

f iiter(B,A,x) Aplica el filtro digital H(z) = B(z)/A(z) a la senal de 

entrada x. Los vectores b y a contienen los coeficientes 
de los polinomios B(z) y A(z), respectivamente. 



Para aplicar el primer ejemplo de filtro de esta seccion a la senal x, podriamos 
usar las siguientes instrucciones: 
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% Aplicar el filtro definido por B y A a x. 
B = [0.0,0.04,0.17,0.25,0.17,0.04]; 
A = [1]; 

y = filter (B, A, x) ; 

Para aplicar el segundo ejemplo de filtro a una senal x, podriamos usar las siguientes 
instrucciones: 

% Aplicar el filtro definido por B y A a x. 
B = [0.42,0.0,-0.42] ; 
A = [-0.44,0.16]; 
y = f ilter (B, A, x) ; 

No podemos usar la funcion filter para aplicar el tercer filtro a una senal x k 
porque la ecuacion de diferencia no se ajusta a la forma general empleada por filter, 
Ec. (10.9). La ecuacion de diferencia del tercer filtro requiere que la primera sumatoria 
comience con k = -1, no k = 0. En este caso, podemos implementar el filtro usando 
aritmética vectorial. Suponiendo que la senal de entrada x esta almacenada en el 
vector x, podemos calcular la senal de salida correspondiente y con las siguientes 
instrucciones: 

% Aplicar un filtro a x usando una ecuacion de diferencia. 
N = length(x) ; 

y(l) = 0.33*x(l) +0.33*x(2); 
for n=2:N-l 

y(n) = 0.33*x(n+l) + 0.33*x(n) + 0.33*x(n-l); 

end 

y(N) = 0.33*x(N-l) + 0.33*x(N); 

Observe que suponemos que los valores de x para los que no tenemos un valor (x(-i) 
y x(n+d ) son iguales a 0. Otra forma de calcular la senal y es la siguiente: 

% Otra forma de aplicar el filtro anterior. 
N = length(x) ; 

y(l) = 0.33*x(l) + 0.33*x(2); 

y(2:N-l) = 0.33*x(3:N) + 0 . 33*x ( 2 : N-l ) + 0 . 33 *x ( 1 : N-2 ) ; 
y(N) . 0.33*x(N-l) + 0.33*x(N); 

Podriamos implementar cualquier filtro digital usando operaciones vectoriales, pero 
la funcion filter generalmente ofrece una solucion mas sencilla. 

También podemos usar la funcion filter con dos argumentos de salida y con 
tres argumentos de entrada: 

[y, estado] = f ilter (b, a, x) Aplica el filtro definido por los vectores b y a a 

la senal, dando la senal de salida y. El vector 
estado contiene el conjunto final de valores x 
usados en el filtro. 

y = f ilter (b, a, x, estado) Aplica el filtro definido por los vectores b y a a 

la senal, dando la senal de salida y. El vector 
estado contiene el conjunto inicial de valores 
que se usaran en el filtro. 
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Asi pues, si queremos filtrar un vector x2 que es otro segmento de la serial xi, podemos 
especificar que las condiciones iniciales sean los valores de estado. Entonces, los va- 
lores de salida se calcularån como si xi y x2 fueran un vector largo en lugar de dos 
vectores individuales: 

% Pasos para filtrar dos segmentos de una senal . 
[yl, state] = f ilter (B, A,xl) ; 
y2 = f ilter (B,A,x2, state) ; 

Por ultimo, podemos usar la funcion conv para calcular la salida de un filtro 
FIR. Puesto que esta funcion estå restringida a los filtros FIR, preferimos usar conv 
para la multiplicacion de polinomios y filter para implementar filtros. Podemos 
usar la funcion deconv para calcular la respuesta de impulso de un filtro IIR, pero 
generalmente se usa para dividir polinomios. Las funciones conv y deconv se explica- 
ron en el capftulo 3, en la seccion sobre anålisis de polinomios. 



jPractique! 



Se diseno la siguiente funcion de transferencia para pasar frecuencias entre 500 
Hz y 1500 Hz en una serial muestreada a 5 kHz: 

0.42z 2 -0.42 

H(z)= : 



z 2 - 0.443z + 0.159 



Use las siguientes senales como entrada para el filtro. Grafique la entrada y la 
salida del filtro en los mismos ejes, y explique el efecto del filtro sobre la magnitud 
de la senal de entrada. 

1. x k = sen(2tfl000fcT) 

2. x k = 2 cos(2;rl00AT) 

3. x k = -sen(2^2000fcT) 

4. x k = cos(2^1600A:T) 



1 0.4 Diseno de filtros digitales 



En esta seccion presentaremos funciones Matlab para disenar filtros digitales. 
La explicacion se divide en dos técnicas para disenar filtros IIR y una para disenar 
filtros FIR. 

DISENO DE FILTROS IIR USANDO PROTOTIPOS ANALOGICOS 

Matlab contiene funciones para disenar cuatro tipos de filtros digitales basados en 
disenos de filtros analogicos. Los filtros Butterworth tienen las bandas de paso y de 
detencion mas planas de todos, los filtros Chebyshev Tipo I tienen rizo en la banda 



CAP. 10 PROCESAMIENTO DE 



SENALES 



\H(co)\ 




Figura 10.12 Reg ion es con rizo. 



de paso, los filtros Chebyshev Tipo II tienen rizo en la banda de detencion y los 
filtros elipticos tienen rizo en las bandas tanto de paso como de detencion. Por otro 
lado, para un orden de filtros dado, los filtros elipticos tienen la transicidn mås abrupta 
(banda de transicion mås angosta) de todos estos filtros. Los filtros Chebyshev tienen 
una transicion mås abrupta que un filtro Butterworth con las mismas especificacio- 
nes de diseno. La figura 10.12 ilustra las definiciones de rizo de banda de paso (Rp) 
y de rizo de banda de detencion (Rs). Los valores deRp y Rs se especifican en decibeles 
(donde x en decibeles es igual a -20 log 10 x). Las funciones Matlab para disenar estos 
filtros usan una frecuencia normalizada que se basa en una escala con la frecuencia 
de Nyquist igual a 1.0. (Observe que esto es diferente de la escala de frecuencia nor- 
malizada empleada por la funcion f reqz.) Las funciones de diseno de filtros calculan 
vectores b y a que determinan la funcion de transferencia H(z) = B(z)/A(z) y la ecua- 
cion de diferencia eståndar; los vectores b y a también pueden usarse en las funciones 

f reqs y filter. 

Para disenar un filtro Butterworth, las siguientes variaciones de la funcion butter 
calculan los coeficientes de un filtro de orden n H(z) = B(z)/A(z): 



[B , A] = butter(N,Wn) 



[B, A] = butter(N,Wn, 'high' ) 



[B,A] = butter(N,Wn) 



[B, A] = butter(N,Wn, 'stop' ) 



Calcula los coeficientes de un filtro 
Butterworth pasabajas. wn es la frecuencia de 
corte en frecuencia normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro Butter- 
worth pasaaltas. wn es la frecuencia de corte 
en frecuencia normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro Butter- 
worth pasabanda. wn es un vector que contie- 
ne las dos frecuencias de corte normalizadas 
de la banda de paso en orden ascendente. 

Calcula los coeficientes de un filtro Butter- 
worth parabanda. wn es un vector que contiene 
las dos frecuencias de corte normalizadas de 
la banda de detencion en orden ascendente. 
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Para disenar un filtro Chebyshev Tipo I, las siguientes variaciones de la funcion 
chebyl calculan los coeficientes de un filtro de orden n H(z) = B(z)/A(z): 



[B, A] = chebyl (N,Rp,Wn) 



[B,AJ = chebyl <N,Rp,Wn, 'high' ) 



[B,A] = chebyl (N,Rp,Wn) 



[B , A] = chebyl (N,Rp,Wn, ' stop ' ) 



Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo I pasabajas. Rp repre- 
senta el rizo de la banda de paso y wn es 
la frecuencia de corte en frecuencia 
normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo I pasaaltas. Rp repre- 
senta el rizo de la banda de paso y wn es 
la frecuencia de corte en frecuencia 
normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo I pasabanda. Rp repre- 
senta el rizo de la banda de paso y wn es 
un vector que contiene las dos frecuen- 
cias de corte normalizadas de la banda 
de paso en orden ascendente. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo I parabanda. Rp repre- 
senta el rizo de la banda de paso y wn es 
un vector que contiene las dos frecuen- 
cias de corte normalizadas de la banda 
de detencion en orden ascendente. 



Para disenar un filtro Chebyshev Tipo II, las siguientes variaciones de la fun- 
cion cheby2 calculan los coeficientes de un filtro de orden n H(z) = B(z)/A(z): 



[B, A] = cheby2 (N,Rs,Wn) 



[B, A] = cheby2(N,Rs,Wn, high' ) 



[B,A] = cheby2 (N,Rs,Wn) 



Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo II pasabajas. Rs repre- 
senta el rizo de la banda de paro y wn es 
la frecuencia de corte en frecuencia 
normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo II pasaaltas. rs repre- 
senta el rizo de la banda de paro y wn es 
la frecuencia de corte en frecuencia 
normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
Chebyshev Tipo II pasabanda. rs 
representa el rizo de la banda de paro 
y wn es un vector que contiene las dos 
frecuencias de corte normalizadas de la 
banda de paso en orden ascendente. 
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[b, a] = cheby2 (N,Rs,wn, ■ stop 1 ) Calcula los coeficientes de un filtro 

Chebyshev Tipo II parabanda. rs 
representa el rizo de la banda de paro y 
wn es un vector que contiene las dos 
frecuencias de corte normalizadas de la 
banda de detencion en orden ascendente. 



Para disenar un filtro eliptico, las siguientes variaciones de la funcion eilip 
calculan los coeficientes de un filtro de orden n H(z) = B(z)/A(z): 



[B , A] = ellip(N,Rp,Rs,Wn) 



[B , A] - ellip(N,Rp,Rs,Wn, 'high' ) 



[B, A] = ellip(N,Rp,Rs,Wn) 



[B, A] = ellip(N,Rp # Rs / Wn, ' stop' ) 



Calcula los coeficientes de un filtro 
eliptico pasabajas. Rp representa el rizo 
de la banda de paso, rs representa el 
rizo de la banda de paro y wn es la 
frecuencia de corte en frecuencia 
normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
eliptico pasaaltas. Rp representa el rizo 
de la banda de paso, Rs representa el 
rizo de la banda de paro y wn es la 
frecuencia de corte en frecuencia 
normalizada. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
eliptico pasabanda. Rp representa el rizo 
de la banda de paso, rs representa el 
rizo de la banda de paro y wn es un 
vector que contiene las dos frecuencias 
de corte normalizadas de la banda de 
paso en orden ascendente. 

Calcula los coeficientes de un filtro 
eliptico parabanda. Rp representa el rizo 
de la banda de paso, rs representa el 
rizo de la banda de paro y wn es un 
vector que contiene las dos frecuencias 
de corte normalizadas de la banda de 
detencion en orden ascendente. 



Para ilustrar el uso de estas funciones, suponga que nos interesa disenar un 
filtro Chebyshev II pasaaltas de orden 6. También nos gustaria limitar el rizo de la 
banda de paso a 0.1, o sea 20 db. El filtro se usarå con una senal muestreada a 1 kHz; 
por tanto, la frecuencia de Nyquist es 500 Hz. El corte sera de 300 Hz, de modo que la 
frecuencia normalizada es 300/500 = 0.6. Las instrucciones para disenar este filtro y 
luego graficar las caracteristicas de magnitud son las siguientes: 
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% Disenar un filtro pasaaltas Chebyshev II. 
[B,A] = cheby2 (6, 20, 0 . 6, 'high' ) ; 
[H,wT] = freqz(B,A,100); 
T ■ 0.001; 

hertz = wT/(2*pi*T); 

subplot (2, 1, 1) ,plot (hertz, abs (H) ) , . . . 
title ( ' Filtro pasaaltas ')#... 
xlabel ('Hz'), ylabel ( ' Magnitud 1 ) , grid 

La grafica producida por estas instrucciones se muestra en la figura 10.13. Para apli- 
car este filtro a una sefial x podriamos usar la siguiente instruccion: 

y = f ilter (B, A, x) 

Los valores de los vectores b y a también determinan la ecuacion de diferencia eståndar 
del filtro. 

Filtro pasaaltas 




400 450 500 



Figura 1 0.1 3 Filtro Chebyshev Tipo IL 
DISENO DIRECTO DE FILTROS IIR 

Matlab contiene una funcion para realizar disenos de filtros Yule-Walker. Podemos 
usar esta técnica para disenar una respuesta de frecuencia de forma arbitraria, posi- 
blemente multibanda. El comando para disenar un filtro con esta funcion es: 

[b,a] = yuiewaik(N,f ,m) Calcula los coeficientes de un filtro IIR 

de orden n usando vectores f y m que 
especifican las caracteristicas de frecuencia 
y magnitud del filtro en el intervalo de 
frecuencias de 0 a 1, que es de 0 a la 
frecuencia de Nyquist en frecuencia 
normalizada. 

Las frecuencias de f deben comenzar con 0, terminar con 1 y ser crecientes. Las mag- 
nitudes de m deben corresponder a las frecuencias de f y representar la magnitud 
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deseada para cada frecuencia. Ast el siguiente ejemplo diseria un filtro con dos ban- 
das de paso y luego grafica la respuesta de magnitud en frecuencia normalizada. 

% Disenar un filtro IIR con dos bandas de paso. 
m = [0,0,1,1,0,0,1,1,0,0] ; 

f = [0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,1]; 
[B,A] = yulewalk(12, f ,m) ; 
[H,wT] = freqz(B,A,100); 

subplot (2, 1, 1) ,plot (f ,m, ' -- ' ,wT/pi,abs (H) ) , . . . 

title (' Filtro IIR con dos bandas de paso')/... 
xlabel ( ' Frecuencia normalizada '),... 
ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid 

La figura 10.14 muestra la grafica producida por estas instrucciones. 
DISENO DIRECTO DE FILTROS FIR 

Los filtros FIR se disenan usando el algoritmo para disenar filtros Parks-McClellan, 
que usa un algoritmo de intercambio de Remez. Recuerde que los filtros FIR solo 
requieren un vector b porque el polinomio del denominador de H(z) es igual a 1. Por 
tanto, la funcion remez de Matlab calcula un solo vector de salida, como se muestra 
en la siguiente instruccion: 

b = remez (n, f, m) Calcula los coeficientes de un filtro FIR de orden n 

usando vectores f y m que especifican las caracteristi- 
cas de frecuencia y magnitud del filtro en el intervalo 
de frecuencias de 0 a 1, que es de 0 a la frecuencia de 
Nyquist en frecuencia normalizada. 

Las frecuencias de f deben comenzar con 0, terminar con 1 y ser crecientes. Las mag- 
nitudes de m deben corresponder a las frecuencias de f y representar la magnitud 
deseada para cada frecuencia. Ademås, el numero de puntos de f y m debe ser par. 
Para obtener caracteristicas de filtracion deseables con un filtro FIR, no es inusual 
que el orden del filtro tenga que ser alto. 

Filtro HR con dos bandas de paso 

1-5 I i i i | i 1 1 1 1 1 




Frecuencia normalizada 
Figura 1 0.1 4 Método de diseno Yule-Walker. 
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Filtro FIR con dos bandas de paso 
1.5 i i i i i i 1 1 r 




Frecuencia normalizada 



Figura 1 0.1 5 Método de diseno de intercambio de Remez. 

El siguiente ejemplo diseria un filtro con dos bandas de paso y luego grafica la 
respuesta de magnitud en frecuencia normalizada. 

% Disenar un filtro FIR con dos bandas de paso 
m = [0,0,1,1,0,0,1,1,0,0]; 

f = [0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,1]; 
B = remez ( 50, f ,m) ; 
[H,wT] = freqz (B, [1] , 100) ; 

subplot (2,1,1) ,plot (f ,m, ' — ' ,wT/pi,abs(H) ) , . . . 

title( "Filtro FIR con dos bandas de paso' ) , . . . 
xlabel ( ' Frecuencia normalizada '),... 
ylabel ( ' Magnitud 1 ) , grid 

La figura 10.15 muestra la grafica producida por estas instrucciones. 

Variaciones adicionales de la funcion remez permiten usarla para disenar trans- 
formadores o diferenciadores Hilbert. También puede usarse un vector de pondera- 
cion para dar una ponderacion o prioridad a los valores de cada banda definidos por 
f y m. 



iPractiq 


ue! 






Use las funciones Matlab descritas en esta seccion para disenar los siguientes fil- 




tros. Grafique la magnitud de cada filtro para confirmar que tenga las caracteristi- 




cas correctas. 




1. 


Filtro HR pasabajas con corte de 75 Hz cuando se usa con una tasa de muestreo 






de 500 Hz. (Use un filtro de orden 5.) 




2. 


Filtro IIR pasaaltas con corte de 100 Hz cuando se usa con una tasa de mues- 






treo de 1 kHz. (Use un filtro de orden 6.) 




3. 


Filtro FIR pasabajas con corte de 75 Hz cuando se usa con una tasa de muestreo 






de 500 Hz. (Use un filtro de orden 40.) 




4. 


Filtro FIR pasabanda con una banda de paso de 100 a 200 Hz cuando se usa 






con una tasa de muestreo de 1 kHz. (Use un filtro de orden 80.) 



270 CAP. 10 PROCESAMIENTO DE SENALES 

10.5 Resolucién aplicada de problemas: Filtros de separation de canales 



Las imagenes captadas por naves que se envian al espacio exterior o por satélites que 
giran alrededor de la Tierra se transmiten a la Tierra en corrientes de datos. Estas 
corrientes se convierten en senales digitalizadas que contienen informacion que se 
puede reconstruir para obtener las imagenes originales. También se transmite a la 
Tierra informacion obtenida por otros sensores. El contenido de frecuencias de las 
senales de los sensores depende del tipo de datos que se estån midiendo. Se pueden 
usar técnicas de modulacidn para desplazar el contenido de frecuencias de los datos 
a bandas de frecuencia especificas; asf, una senal puede contener varias senales simul- 
taneamente. Por ejemplo, suponga que nos interesa enviar tres senales en paralelo. 
La primera senal contiene componentes de 0 a 100 Hz, la segunda contiene compo- 
nentes de 500 Hz a 1 kHz y la tercera contiene componentes de 2 kHz a 5 kHz. Suponga 
que la senal que contiene la surna de estas tres componentes se muestrea a 10 kHz. 
Para separar estas componentes después de haberse recibido la senal necesitamos un 
filtro pasabajas con un corte a 100 Hz, un filtro pasabanda con cortes a 500 Hz y 
1 kHz, y un filtro pasaaltas con un corte a 2 kHz. El orden de los filtros debe ser lo 
bastante alto como para generar bandas de transicion angostas de modo que las fre- 
cuencias de una componente no contaminen a las otras componentes. 



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Disenar tres filtros que se usarån con una senal muestreada a 10 kHz. Un filtro 
debe ser pasabajas con un corte de 100 Hz; otro debe ser pasabanda con una banda de 
paso de 500 Hz a 1 kHz; otro debe ser pasaaltas con un corte de 2 kHz. 



1 1 f II WB 



DESCRIPCION DE ENTRADAS/SALIDAS 

No hay valores de entrada para este problema. Los valores de salida son los vectores 
de coeficientes que definen los tres filtros, H^z), H 2 (z) y H 3 (z): 



filtro pasabajas 
filtro pasabanda 
filtro pasaaltas 



EJEMPLO A MANO 

El dibujo de la figur a 10,16 muestra la gama de frecuencias desde 0 hasta la fre- 
cuencia de Nyquist (5 kHz) con los tres filtros deseados. Usaremos filtros 
Butterworth porque tienen bandas de paso y de detencion planas. Tal vez necesi- 
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temos experimentar con los ordenes de los filtros hasta tener la certeza de que las 



bandas de transicion de los filtros no se interfieren. 



1; 



\H(<o)\ 



i 



it 



2 3 4 * 



kHz 



100 Hz 

Figura 1 0.1 6 Dibujo de los filtros deseados. 



SOLUCldN Matlab 

El siguiente programa Matlab determina los valones de frecuencia normalizada 
(entre 0 y 1, donde 1 representa la frecuencia de Nyquist) para las frecuencias de 
corte de la funcion butter. Después de calcular los coeficientes de los filtros, usa- 
remos la funcion f reqz para graficar las caracteristicas de los filtros. Recuerde que 
f reqz normaliza las frecuencias a valores entre 0 y k, donde n representa la fre- 
cuencia de Nyquist. Usaremos Hz como unidades del eje de frecuencia para poder 
verificar f åcilmente las caracteristicas de los filtros disenados. 



% Betas instrucciones disenan tres filtros digitales 
% para usarse en un problema de separacion de canales. 
% ' '.\ 4 %. % ' 'h : \. ' 'i-. \ * 

frecuencia de muestreo 
tiempo de muestreo 
frecuencia de Nyquist 
corte pasabajas normalizado 
corte pasabanda izquierdo normalizado 
corte pasabanda derecho normalizado 
corte pasaaltas normalizado 



' r : 



is = 10000; 
T = 1/fS/ 
fn = fs/2# 



% 
% 
% 

% 
% 
% 
% 



fin = 100/fn; 
f2n = 500/fn; 
f3n = 1000/fnr 
f4n = 2000/fni-t 
% 

[B1,A1] a butter (8, f ln) ; 
[B2,A2] = butter(7, [f2n,f3n]) j 
[B3,A3] « butter<10,f4n, 'high' ) ; 

% 
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li f 



fff 



I»; 



[Hl,wT] = freqz(Bl,Al,200) ; 
[H2,wT] s freqz (B2, A2, 200) ; 
[H3,wT] = freqz (B3,A3, 200); 

°* I ' 

hertz = wT/(2*pi*T); 
subplot (2, 1,1),... 

plot (hertz, abs (Hl) , ' - ' , hertz , abs (H2 ) , ' — 1 , . . . 

hertz , abs (H3 ),'-.'),... 



J" f. 



il 




title( 'Filtros para separar canales ' ) , . . . 
xlabel ( ' Hz • ) , ylabel ( ' Magnitud ' ) , grid 



PRUEBA 

Se muestran las magnitudes de los filtros en la misma gråfica para verificar que 

los filtros no se traslapan, como se aprecia en la figura 10.17. 

Filtros para separar canales 




RESUMEN DEL CAPITULO 



Se presentaron varias funciones Matlab para realizar operaciones de procesamiento 
de senales. Se describio la funcion f f t para analizar el contenido de frecuencias de 
una senal digital. Se explicaron las funciones f reqs y freqz para calcular el contenido 
de frecuencias de un filtro analogico o digital a partir de una funcion de transferencia. 
Una vez que se tiene la senal compleja que representa el contenido de frecuencias, es 
fåcil calcular y graficar la magnitud y fase del filtro. Podemos usar la funcion filter 
para implementar un filtro IIR o FIR. Por ultimo, se presentaron varias funciones para 
disenar filtros IIR y FIR. 



RESUMEN DEL CAPITULO 273 




aliasing 

banda de detencion 
banda de paso 
banda de transicion 
ceros 

dominio de la frecuencia 

dominio del tiempo 

ecuacion de diferencia estandar 

espectro de frecuencia 

filtro analogico 

filtro Butterworth 

filtro Chebyshev 

filtro digital 

filtro elfptico 

filtro FIR 

filtro IIR 

filtro parabanda 

filtro Parks-McClellan 

filtro pasaaltas 

filtro pasabajas 



I ^ 

h % i ■ é. ' \ % 1 - 

filtro pasabanda 
filtro Yule-Walker 
frecuencia 
frecuencia de corte 
frecuencia de muestreo 
frecuencia de Nyquist 
frecuencia de rechazo 
fugas 

funcion de transferencia 

Hertz 

polos 

procesamiento digital de senales 

retardo de grupo 

senoide 

senal analogica 

serial digital 

transformada discreta de Fourier (DFT) 
transformada inversa de Fourier 
transformada råpida de Fourier (FFT) 




En este resumen de Matlab se listan todos los comandos y funciones que se definie- 
ron en el capitulo. También se incluye una breve descripcion de cada uno. 

COMANDOS Y FUNCIONES 



butter 


disena un filtro digital Butterworth 


chebyl 


disefia un filtro digital Chebyshev Tipo I 


cheby2 


disena un filtro digital Chebyshev Tipo II 


ellip 


disena un filtro digital elfptico 


fft 


calcula el contenido de frecuencias de una senal 


filter 


aplica un filtro digital a una senal de entrada 


f reqs 


calcula el contenido de frecuencias analogico 


f reqz 


calcula el contenido de frecuencias digital 
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yulewalk 



grpdelay 



unwrap 



r erne z 



residue 



mide el retardo de grupo de un filtro digital 
disena un filtro digital FIR dptimo 
realiza una expansion de fracciones parciales 
elimina discontinuidades en 2n de un angulo de fase 
disena un filtro digital IIR optimo 



Notas de <%4M& 



1. Usualmente solo exhibimos informacion de frecuencias hasta la frecuencia de 
Nyquist porque los valores superiores se deben a periodicidad y no a compo- 
nentes de mas alta frecuencia de la senal. 



1. Tenga cuidado al determinar los valores de frecuencia normalizada. Recuerde 
que la funcion f reqz supone que la frecuencia de Nyquist es n, mientras que las 
funciones para disenar fil tros suponen que la frecuencia de Nyquist es 1.0. 



Filtros para separar canales. Estos problemas se relacionan con el problema de 
diseno de filtros para separar canales. En estos problemas crearemos una simulacion 
en computadora de este sisterna. 

1. Primero queremos generar seriales en las tres bandas descritas para este filtro. 
Haremos esto usando sumas de senoides, todas las cuales se muestrean a 10 kHz. 
La Senal 1 debera contener una surna de senoides con frecuencias a 25 Hz, 40 
Hz y 75 Hz. La Senal 2 contendrå una surna de senoides con frecuencias a 600 
Hz, 730 Hz y 850 Hz. La Senal 3 contendrå una surna de senoides con frecuen- 
cias a 3500 Hz, 4000 Hz y 4200 Hz. Escoja diversas amplitudes y desfasamientos 
para los senoides. Grafique 50 puntos de la Senal 1, la Senal 2 y la Senal 3. 




Notas de depuraci6n 



Problemas 
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2. Calcule y grafique la magnitud y la fase de cada una de las tres senales genera- 
das en el problema 1. Utilice Hz como unidades del eje x en las graficas. Asegu- 
rese de que las componentes senoidales aparezcan donde es debido. 

3. Surne las tres senales de tiempo generadas en el problema 1. Grafique la serial 
de tiempo. También grafique la magnitud del contenido de frecuencias de la 
senal, usando Hz como unidades para el eje x. 

4. Aplique el filtro pasabajas a la senal generada en el problema 3. Grafique la 
salida del filtro (en el dominio del tiempo) y la magnitud del contenido de frecuen- 
cias de dicha salida. Compare las graficas con las generadas en los problemas 1 
y 2. La grafica de tiempo de este problema deberå ser similar a la generada en el 
problema 1 para la Senal 1, tal vez con un desfasamiento. Las graficas de mag- 
nitud deberån ser muy similares. 

5. Repita el problema 4 usando el filtro pasabanda. Compare las graficas con las 
generadas en los problemas 1 y 2. La grafica de tiempo de este problema debera 
ser similar a la generada en el problema 1 para la Senal 2, tal vez con un desfa- 
samiento. Las graficas de magnitud deberan ser muy similares. 

6. Repita el problema 4 usando el filtro pasaaltas. Compare las graficas con las 
generadas en los problemas 1 y 2. La grafica de tiempo de este problema debera 
ser similar a la generada en el problema 1 para la Senal 3, tal vez con un desfa- 
samiento. Las graficas de magnitud deberan ser muy similares. 

Caractensticas de f iltros. Para cada uno de los siguientes filtros, determine la o 
las bandas de paso, de transicion y de detencion. Use 0.7 para determinar las fre- 
cuencias de corte y 0.1 para determinar las frecuencias de rechazo. 

0.5279 
s 2 + 1.0275s + 0.5279 

^ 

s 2 + 0.1117s + 0.0062 

L05g 
s 2 + 1.05s + 0.447 

s 2 + 2.2359 
s 2 + 2.3511s + 2.2359 

0.2066 + 0.4131Z- 1 + 0.2066z- 2 
l-03695z-' +0.l958z- 2 

0.894 - 1.7892T 1 +0.894Z- 2 
l- 1.778z- 1 + 0.799z" 2 



7. H(s) = 

8. H(s) = 

9. H(s) = 

10. H(s) = 

11. H(z) = 

12. H(z) = 
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n 0.42-0.42Z- 2 

!_ o_443 2 i + o.i59z- 2 

_ 0.5792 + 0.44252- 1 + 0.5792z- 2 

14. j + o 4425z -i + 0.1584Z" 2 

15. y = 0.04* , +0.17* , + 0.25* , + 0.17* . + 0.04* 

Jn n-\ n-2 H-3 n-4 n 

16. y n = 0.42x m - 0.42x B _ 2 + 0.44y n _ 1 - 0.16y w _ 2 

17. v = 0.33x , + 0.33* + 0.33x , 

n+1 ri n-1 

18. v = 0-33x + 0.33* , + 0.33* . 



Diseno de filtros. Los siguientes problemas ejercitan las funciones para dise- 
nar filtros que se describieron en el capitulo. Use Hz como unidades para el eje x en 
todas las gråficas de magnitud o fase. 

19. Disene un filtro pasabajas con frecuencia de ærte de 1 kHz para usarse con una 
frecuencia de muestreo de 8 kHz. Compare disenos para los cuatro tipos de 
filtros IIR estandar con un filtro de orden 8 graficando la magnitud de los cua- 
tro disenos en los mismos ejes. 

20. Disene un filtro pasaaltas con frecuencia de corte de 500 Hz para usarse con 
una frecuencia de muestreo de 1500 Hz. Compare disenos usando un filtro elip- 
tico de orden 8 y un filtro FIR de orden 32 graficando la magnitud de los dos 
disenos en los mismos ejes. 

21. Disene un filtro pasabanda con una banda de paso de 300 Hz a 4000 Hz para 
usarse con una frecuencia de muestreo de 9.6 kHz. Compare disenos usando 
un filtro Butterworth de orden 8 y un filtro FIR de modo que la banda de fre- 
cuencias que pasan sea similar, Grafique la magnitud de los dos disenos en los 
mismos ejes. 

22. Disene un filtro que elimine frecuencias de 500 Hz a 1000 Hz en una senal 
muestreada a 10 kHz. Compare un diseno de filtro eliptico de orden 12 con uno 
de filtro Yule-Walker de grado 12. Grafique la magnitud de los dos disenos en 
los mismos ejes. 

23. Disene un filtro que elimine frecuencias de 100 y 150 Hz y entre 500 y 600 Hz en 
una senal muestreada a 2.5 kHz. Compare disenos usando un filtro FIR y un 
filtro IIR. Grafique la magnitud de los dos disenos en los mismos ejes. 

24. Disene un filtro pasaaltas que elimine frecuencias por debajo de 900 Hz en una 
senal que se muestrea a 9.6 kHz. Compare filtros elipticos de orden 6, 8 y 10 
graficando las magnitudes de los filtros en los mismos ejes. 

25. Disene un filtro pasabanda que deje pasar frecuencias entre 1000 y 3000 Hz en 
una senal muestreada a 10 kHz. Use un filtro Chebyshev Tipo II y escoja el 
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orden minimo de modo que las bandas de transicion no abarquen mas de 200 Hz 
a cada lado de la banda de paso. 

Implementacidn de filtros. Los siguientes problemas especifican senales de 
entrada que se usarån para probar los filtros disenados en el problema 20. 

26. Genere una senal que contenga 1024 puntos de ruido uniforme con una media 
de 0.5 y una varianza de 1. Suponga que esta senal representa ruido muestreado 
a 1500 Hz. Calcule y grafique la magnitud FFT de esta senal y verifique que 
contenga frecuencias en todos los valores desde 0 hasta la frecuencia de Nyquist 
a 750 Hz. 

27. Pase la senal generada en el problema 26 por el filtro elfptico diseriado en el 
problema 20. Calcule y grafique la magnitud FFT de la salida del filtro y com- 
pruebe que haya eliminado frecuencias por debajo de 500 Hz. Compare la mag- 
nitud FFT de la senal de salida con la de la senal de entrada. 

28. Pase la senal generada en el problema 26 por el filtro FIR disenado en el proble- 
ma 20. Calcule y grafique la magnitud FFT de la salida del filtro y compruebe 
que haya eliminado frecuencias por debajo de 500 Hz. Compare la magnitud 
FFT de la senal de salida con la de la senal de entrada. 

29. Genere 1024 puntos de una senoide con una frecuencia de 550 Hz. Pase la senal 
por el filtro elfptico disenado en el problema 20. Grafique la entrada y la sali- 
da del filtro en los mismos ejes. ^Cuantas muestras se retraso la salida respec- 
to a la entrada? 

30. Genere 1024 puntos de una senoide con una frecuencia de 550 Hz. Pase la senal 
por el filtro FIR disenado en el problema 20. Grafique la entrada y la salida del 
filtro en los mismos ejes. ^Cuantas muestras se retraso la salida respecto a la 
entrada? 



Cortesm de PhMltps kaboratorio/PÅX. 



GRAN DESAFIO: 
Funcionamiento de vehiculos 

b.. ■ — - — — - ; ; — - — =; — • — • — < — j — - 

Este telescopio, situado en el Starfire Optical Raage del Phillips Laboratory en 
Albuquerque, Nuevo Mexico, es uno de los telescopios mås grandes del mundo. Estå 
provisto de un espejo primario de 3.5 metros de diåmetro, y se halla protegido por una 
envoltura cilindrica retrafble unica que le permite operar al aire libre. El telescopio tiene 
capacidad para resolver objetos del tamano de un balon de baloncesto a una distancia de 
1600 kilometros en el espacio, y usa una técnica de estrella guia de låser que dispara un 
rayo låser hacia el espacio. Una porcion del rayo se refleja de vuelta a la Tierra, 
proporcionando informacion que luego se utiliza en sisternas opticos adaptativos para 
compensar las distorsiones. Entre las aplicaciones del telescopio estån la obtencion de 
imågenes de objetos espaciales, rastreo avanzado y fisica atmosférica. Estas 
investigaciones suministrarån informacion que mejorarå los sisternas de guia y control 
de los vehiculos espaciales, incluido el transbordador espacial y los satélites. 



Sisternas de control 



11.1 Modelado de sisternas 

11.2 Conversion de modelos 

11.3 Funciones de diseno y anålisis 

11.4 Resolucion aplicada de problemas: Con trol de espejos de direccion por rayo låser 

Resumen del capitulo, Términos clave, Resumen de Matlab, Notas de estilo, 
Notas de depuracion, Problemas 



Objetivos 

La Edicion para el Estudiante de Matlab cuenta con un amplio grupo de funciones que resultan muy 
utiles para el diseno y anålisis de sisternas lineales y sisternas de control. Estas funciones, que se 
combinan en el Toolbox de Sisternas y Senales, han sido seleccionadas del Signal Processing Toolbox 
y del Control Systems Toolbox, que estan disponibles para la version profesional de Matlab. Muchas 
de las tareas de diseno y anålisis asociadas a los sisternas lineales y de control implican operaciones de 
matrices, aritmética de complejos, determinacion de raices, conversiones de modelos y graficacion 
de funciones complicadas. Como hemos visto, Matlab fue disenado para facilitar la realizacion de 
muchas de estas operaciones. Este capitulo se divide en tres temas: modelado de sisternas, funciones 
de conversion de modelos y funciones de anålisis. Dado que la teoria de sisternas lineales y la teona de 
sisternas de control son campos de estudio extensos, no pueden tratarse a fondo en este capitulo. Por 
tanto, la informacidn que presentamos supone al menos cierta familiaridad con los temas. 
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1 1 .1 Modelado de sisternas 



El anålisis y diserio de sisternas lineales y de control empieza con modelos de siste- 
Modelos mas reales. Estos modelos, que son representaciones matemåticas de cosas tales como 

procesos quimicos, maquinaria y circuitos eléctricos, sirven para estudiar la respues- 
ta dinåmica de los sisternas reales. Las técnicas matemåticas empleadas por Matlab 
para disenar y analizar estos sisternas suponen procesos que son fisicamente realiza- 
bles, lineales e invariantes en el tiempo (LTI). Asi, los modelos en si estån sujetos a 
restricciones similares: los sisternas no lineales que varian con el tiempo o bien no 
pueden analizarse o deben aproximarse con funciones LTI. 

Matlab usa modelos en la forma de funciones de transferencia o ecuaciones 
de espacio de estados, haciendo posible asi el empleo de técnicas de diseno y anålisis de 
sisternas de control tanto "clåsicas" como "modemas". Cualquiera de estas formas 
de modelos se puede expresar en formas de tiempo continuo (analogicas) o de tiempo 
discreto (digitales). Las funciones de transferencia se pueden expresar como un 
polinomio, un cociente de polinomios o una de dos formas factorizadas: cero-polo- 
ganancia o fracciones parciales. Los modelos de sisterna de espacio de estados son 
idoneos para Matlab porque son una expresion basada en matrices. 

Para ilustrar las diversas formas en que podemos formular modelos, usaremos 
el ejemplo clåsico de un sisterna resorte-masa-amortiguador, el cual se muestra en la 
figura 11.1. En este sisterna, tres fuerzas achian sobre una masa rø: una fuerza de 
entrada que depende del tiempo u (£), un resorte con constante de resorte k y un amorti- 
guador viscoso con constante de amortiguacion b. La posicion de la masa en funcion 
del tiempo estå representada por x(t). Conectamos a la masa un potenciometro de 
medicion p que proporciona un voltaje de salida y(t ) proporcional a x{t). La ecuacion 
de movimiento de la masa rø estå dada por la ecuacion diferencial de segundo orden: 

mx" + bx' +kx = u(t) 

y la ecuacion de medicion para el potenciometro es: 

y(t) = px(t) 

La ecuacion para el potenciometro es un ejemplo de situacion en la que la varia- 
ble que representa la dinåmica del sisterna (x en este caso) no es la variable de salida 




Figura 11.1 Sisterna de resorte-masa-amortiguador. 
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(y en este caso). Juntas, estas dos ecuaciones proporcionan un modelo matemåtico 
del comportamiento dinamico del sisterna. Si integramos la ecuacion del movimien- 
to usando las técnicas que estudiamos en los capitulos 7 o 9, podremos determinar el 
movimiento de la masa en funcion del tiempo. Es por ello que un analisis asi se 
denomina analisis en el dominio del tiempo. 



Cociente 
de dos 
polinomios 



FUNCIONES DE TRANSFERENCIA 

El analisis de los sisternas lineales y de control con frecuencia implica determinar cier- 
tas propiedades dinåmicas, como estabilidad y respuesta en frecuencia, que no es 
fåcil determinar usando analisis en el dominio del tiempo. Para estos analisis, muchas 
veces obtenemos una transf ormada de Laplace de la ecuacion en el dominio del tiempo 
para poder analizar el sisterna en el dominio de la frecuencia. La transformada de 
Laplace de nuestra ecuacion diferencial del resorte-masa-amortiguador anterior es: 

(ms 2 + bs + k)x(s) = u(s) 

donde s es una variable compleja (o + jco), Uamada variable de Laplace. (La variable 
compleja s empleada en el capitulo 10 para definir la transformada de Fourier supo- 
nia que cr= 0.) Esta ecuacion se puede reacomodar fåcilmente para dar una funcion 
de transferencia H(s), que relaciona el movimiento de salida del sisterna x(s) con la 
fuerza de en trad a u(s): 

u{$) ms 1 + b$ + k 
La funcion de transferencia para el potenciometro es simplemente: 



x(s) 



Con frecuencia se usan diagramas de bloques para mostrar la relacion entre las 
funciones de transferencia y las variables de entrada y salida de un sisterna. Supo- 
niendo para nuestro ejemplo de resorte-masa-amortiguador que m = 1, fr = 4, fc = 3 y 
p = 10, el diagrama de bloques de la figura 11.2 representa el sisterna. El primer blo- 
que representa el modelo de planta, que es la parte del sisterna que se controla, y el 
segundo bloque representa el modelo de medicidn. 

También podemos combinar los bloques en un solo bloque de modelo del siste- 
rna como se muestra en la figura 11.3. Esta funcion de transferencia se expresa como 
un cociente de dos polinomios, donde el polinomio del numerador es simplemente 
un escalar. En el caso de sisternas que tienen una sola entrada y una sola salida 
(SISO), la forma para escribir funciones de transferencia es: 



H( S )=A s " + V"- ,+ 



, + b ,$ + b 

n - 1 n 



ø n s m + a,s m ~ 1 + . . . + a s + a 

0 1 m - 1 rr, 



Planta 



Medicion 



11(8) 



1 

$ 2 + 45+3 



x(s) 



10 



y(s) 



Figura 11.2 Modelo de planta y modelo de medicion. 
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Sisterna 



Forma cero- 
polo-ganancia 



u(s) 


10 


y(s) 




S 2 +4S + f 





Figura 1 1 .3 Modelo de sisterna. 

En términos mås generales, el numerador de esta funcion de transferencia puede ser 
una matriz tridimensional para sisternas de multiples -entradas-multiples- salidas 
(MIMO). 

Muchas veces, el numerador y el denominador de una funcion de transferencia 
se factorizan para obtener la forma cero-polo-ganancia, que es: 

H(s) = /C (s- Pl )(s- P2 )...(s- P J 

Por ejemplo, la forma cero-polo-ganancia de la funcion de transferencia: 

3s 2 + 18s + 24 
M{S) s 3 + 9s 2 + 23s + 15 



es, 



Expansion de 

fracciones 

parciales 



H(s) = 3 



(s + 2)(s + 4) 
(s + l)(s + 3)(s + 5) 



Esta forma es de especial utilidad, pues muestra directamente las rafces de los poli- 
nomios del numerador y del denominador (lo ceros y los polos del sisterna, respecti- 
vamente). 

Por ultimo, las funciones de transferencia también pueden escribirse en la for- 
ma de expansion de fracciones parciales, o residuo, que es: 



r, r 2 r 



H(s) = ^ + ^ + ...+^ + fc(s) 

Esta forma es util para determinar la transformada inversa de Laplace y para disenar 
ciertos tipos de filtros. Si desea saber mås acerca del uso de la forma de residuo, vea 
la seccion sobre anålisis de filtros del capitulo 10. 



MODELOS DE ESPACIO DE ESTADOS 



En el capitulo 8 explicamos la forma de expresar una ecuacion diferencial de orden 
superior como un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. 
Esta técnica también es la base de la forma de matriz o de modelo de estado de espa- 
cios. Usando nuestro ejemplo anterior de resorte-masa-amortiguador, cuya ecuacion 
de movimiento era: 

mx" + bx' +kx = u{t) 
podemos definir: 
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Mod el o 

de espacio de 

estados 



A continuacion, reescribimos la ecuacion diferencial de segundo orden como un con- 
junto de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas: 

k b u 

x 0 = x, x n + — = -3x ,-4*, + u 

2 m 1 m 1 m 1 2 

y la ecuacion de medicion como: 

y = g(x,u) = 10x 1 

Usando notacidn de matrices, este modelo de sisterna puede escribirse como un mo- 
delo de espacio de estados 

x' = Ax + Bu 
y = Cx + Du 

que, para este ejemplo, representa 







' 0 


1" 


~ x i 




"0" 


U/J 




.-3 


-4. 


u 2 . 


+ 





y = [10 0] 



L X- 



+ [0]m 



SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO 

Muchos sisternas tienen variables que solo cambian en instantes discretos o que solo 
estån disponibles para medirse o usarse en instantes discretos. Algunos de tales sis- 
ternas son sisternas analogicos cuyas variables continuas se muestrean a intervalos 
de tiempo regulares; otros pueden ser sisternas digitales cuyas variables cuantizadas 
se muestrean de forma similar. 

Los sisternas de tiempo discreto se analizan de un modo parecido a los de tiem- 
po continuo. La diferencia principal es que utilizan la transformada z en lugar de la 
de Laplace para deducir funciones de transferencia. La variable de tiempo discreto z 
esta relacionada matemåticamente con la variable de Laplace de tiempo continuo s 
por la ecuacion: 

z = e* r 

donde T es el tiempo de muestreo. 

Matlab representa los sisternas de tiempo discreto usando las mismas formas 
que para los sisternas de tiempo continuo: como funciones de transferencia 
polindmicas, de cero-polo-ganancia y de expansion de fracciones parciales, y como 
ecuaciones de espacio de estados. Por ejemplo, la version de tiempo discreto de una 
transformada que se expresa como el cociente de dos polinomios es: 

y ' a n z"' + az'" - 1 + . . . + a ,z + a 

Las formas de funcion de transferencia de tiempo discreto de cero-polo-ganancia y de 
fracciones parciales tienen una relacion similar con las formas de tiempo continuo. 
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Las ecuaciones de espacio de estados para los sisternas de tiempo discreto tam- 
bién son muy similares a aquellas para los sisternas continuos: 

x[n + 1] = Ax[n] + Bu[n] 
y[n] = Cx[n] +Du[n] 

donde n indica la muestra actual yn + 1 indica la siguiente muestra. Observe que en 
la forma de tiempo discreto x[n + 1] sustituye a x' de la forma de tiempo continuo. La 
razon es que los sisternas de tiempo discreto usan ecuaciones de diferencia en lugar 
de ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones para sisternas de tiempo discreto calcu- 
lan el valor de vector de estado en el siguiente instante de muestreo, no la derivada 
del vector de estado en el instante actual, que es lo que calculan las ecuaciones de 
espacio de estados de tiempo continuo. 

En sintesis, existen varias formas diferentes de modelos para sisternas tanto de 
tiempo continuo como de tiempo discreto. En la siguiente seccion presentamos fun- 
ciones Matlab que pueden ser vir para realizar conversiones de una forma a otra. 

11.2 Conversion de modelos 



Matlab cuenta con varias funciones que facilitan la conversion de una forma de mo- 
delo a otra y de sisternas de tiempo continuo a sisternas de tiempo discreto. Estas 
funciones de conversion y sus usos se resumen en la tablå 11.1. A continuacion pre- 
sentamos una explicacion de cada funcion, junto con un ejemplo. ( J/J////r s/w «j/r* 
/stee/e/c* /he/t/y/w f //t/f ce//?////a//tytwr/aÆ' //e /*^/a/mj, recwstentføs/éCt) //<////' sir/// //</><> t/r 
va/va-Z/fri $s/// J ce/sic/c/a/z ræsi /aJ &&/*/&/'/&/ i?//yi/eac/a<> tv* fø*/ /&/<// ts/J //e //i&f/e/c-yfYw/<a-J&j* 
Esto facilita la comprension del codigo y también ayuda a evitar errores. 

Funcion c2d. La funcion c2d convierte la ecuacion de espacio de estados de 
tiempo continuo: 

x' = Ax + Bu 

en la ecuacion de espacio de estados de tiempo discreto: 
x[n + l]=A d x[n]+B d u[n] 



TABLÅ 11.1 Funciones de conversion de modelos 



Funcion Proposito 



C 2d espacio de estados continua a espacio de estados discreta 

residue expansion de fracciones parciales 

ss2tf espacio de estados a funcion de transferencia 

ss2z P espacio de estados a cero-polo-ganancia 

tf 2 ss funcion de transferencia a espacio de estados 

tf 2zp funcion de transferencia a cero-polo-ganancia 

Z p2ss cero-polo-ganancia a espacio de estados 

Z p2tf cero-polo-ganancia a funcion de transferencia 
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La funcion tiene dos matrices de salida: 

[Ad, Bd] = c2d (a, b, Ts ) Determina las matrices Ad y Bd de la ecuacion de 

tiempo discreto usando las matrices a y b de la 
ecuacion de espacio de estados de tiempo conti- 
nuo. ts es el periodo de muestreo deseado. 

La ecuacion de planta de espacio de estados de tiempo continuo anterior: 

x' = Ax + Bu 

donde, 

A = 

puede convertirse en una ecuacion de espacio de estados de tiempo discreto con un 
periodo de muestreo de 0.1 segundos usando estas instrucciones: 

% Convertir un modelo continuo en discreto. 
A = [0,1; -3, -4]; 
B = [0,1] ' ; 

[Ad,Bd] = c2d(A,B, 0.1) ; 

Los valores de las matrices calculadas por la funcion c2d son los siguientes: 



" 0 


r 


, B = 


v 


.-3 


-4. 


.1. 





" 0.9868 


0.0820 " 




~ 0.0044" 


Ad = 


.-0.2460 


0.6588. 


Bd = 


.0.0820- 



Por tanto, la ecuacion de espacio de estados de tiempo discreto del modelo de planta 

es: 

x[n + 1] = A d x[n] + B d u[n] 
que representa: 

0.9868 0.0820 
-0.2460 0.6 





*1 




"0.0044" 




,x 2 , 


n 


.0.0820. 



Funcion residue. La funcion residue convierte la funcion de transferencia 
polinomica: 

H(s) = fc 0 s w + fe 1 s"-; + ..- + & lt _ 1 s + k 



a Q s m + a^' 



m - 1 n 



en la funcion de transferencia de fracciones parciales: 



H(5) = ; 



+..,+; 



+ k(s) 



■V, $-p 2 s- Vn 

Esta funcion se estudio con detalle en la Sec. 10.2. Repase esa seccion si desea una 
explicacion completa de las ecuaciones y de la notacion. Aqui solo presentamos un 
resumen de la funcion: 
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[r,p,k,] = residue(B,A) De termina los vectores r , pyk, que contienen los 

valores de residuo, los polos y los términos directos 
de la expansion de fracciones parciales. Las entradas 
son los coeficientes de los polinomios b y a del 
numerador y denominador de la funcion de transfe- 
rencia, respectivamente. 

La expansion de fracciones parciales de esta funcion de transferencia de sisterna: 

yOO = 10 
u(s) s 2 + 4s + 3 

se puede calcular con estas instrucciones: 

% Calcular expansion de fracciones parciales. 

B = [10]; 

A = [1,4,3]; 

[r,p,k] = residue (B,A); 

Los valores de las matrices calculadas por la funcion residue son los siguientes: 

k=[ ] 

Por tanto, la expansion de fracciones parciales de nuestra funcion de transferencia 
polinomica de sisterna es: 

n(s) u(s) s + 3 + s + 1 

Funcion ss2tf . La funcion ss2tf convierte las ecuaciones de espacio de estados 
de tiempo continuo: 

x' = Ax + Bu 
y = Cx + Du 

en la funcion de transferencia polinomica: 

. bs n + b,$ n ~ 1 + . . . +b ,s + b 
y ) a n s m + a,s m ~ l + . . . +a ,s + a 

0 1 m-l m 

La funcion tiene dos matrices de salida: 

[ num ,den] = ss2tf(A,B,c,D,iu) Calcula los vectores num y den que contienen los 

coeficientes, en orden descendente de potencias 
de s, del numerador y denominador de la 
funcion de transferencia polinomica para la 
iu-ésima entrada. Los argumentos de entrada a, b, c 
y d son las matrices de las ecuaciones de espacio 
de estados que corresponden a la iu-ésima 
entrada, donde iu es el numero de la entrada en 
el caso de un sisterna de multiples entradas. En el 
caso de un sisterna de una sola entrada, iu es 1. 
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Por ejemplo, las ecuaciones de espacio de estados para nuestro sisterna: 



0 

-3 



0 

Li. 



3/ =[10 0][£J + [0]u 

se pueden convertir en una funcion de transferencia polinomica usando las siguien- 
tes instrucciones: 

% Convertir modelo de espacio de estados en funcion de transferencia. 

A = [0,1; -3,-4] ; 

B = [0,1] 1 ; 

C = [10,0]; 

D = 0; 

iu = 1; 

[num, den] = ss2tf (A, B, C, D, iu) ; 

Los valores de los vectores calculados por la funcion ss2tf son los siguientes: 

num = [0 0 10], den=[l 4 3] 

Por tanto, la funcion de transferencia es: 
10 



u(s) s 2 + 4s + 3 



Funcion ss2zp. La funcion ss2zp convierte las ecuaciones de espacio de estados 
de tiempo continuo: 

x' = Ax + Bm 
y = Ge + Du 

en la funcion de transferencia de cero-polo-ganancia: 

(S-2 1 )(S- Z? )...(S-2.) 

La funcion tiene tres matrices de salida: 

[z,p,k] = ss2zp(A,B,c,D,iu) Determina los ceros (z) y polos (p) de la 

funcion de transferencia de cero-polo- 
ganancia para la iu-ésima entrada, junto 
con la ganancia correspondiente (k). Las 
matrices de entrada a, b, c y d de las 
ecuaciones de espacio de estados 
corresponden a la iu-ésima entrada, 
donde iu es el numero de la entrada en el 
caso de un sisterna de multiples entradas. 
En el caso de un sisterna de una sola 
entrada, iu es 1. 
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Por ejemplo, las ecuaciones de espacio de estados del sisterna del ejemplo: 



Lx 



;r°3 ja-ra- 



y = [io o] 



+ [0]« 



se pueden convertir en una funcion de transferencia cero-polo-ganancia usando es- 
tas instrucciones: 

% Convertir del modelo de espacio de estados al de cero-polo-ganancia. 

A = [0, l;-3,-4] ; 

B = [0,1] ' ; 

C = [10,0]; 

D = 0; 

iu = 1; 

[z,p,k] = ss2zp(A,B,C,D,iu) ; 

Los valores de las matrices calculadas por la funcion ss2zp son los siguientes: 



= [ ]/ 



p = 



-1 

-3 



k -[ ] 



Asi, la funcion de transferencia cero-polo-ganancia es: 



y(s) 



10 



u(s) (s + l)(s + 3) 

Funcion tf 2ss. La funcion tf 2ss convierte la funcion de transferencia polinomica: 
H(s) = 



i = — 3 — 



1 + . . . + b ,s + b 

M-l & 

a n s m + a,s m ~ l + . . . + a ,s + a 

0 1 m - 1 m 



en la ecuacion de espacio de estados de la forma controlador-canonica: 

x' = Ax + Bu 
y = Cx + Du 

La funcion tiene cuatro matrices de salida: 



[A,B,C,D] = tf 2ss (num, den) 



Determina las matrices a, b, c y d de las 
ecuaciones de espacio de estados de la 
forma controlador-canonica. Los 
argumentos de entrada num y den 
contienen los coeficientes, en orden 
descendente de potencias de s, de los 
polinomios de numerador y denomina- 
dor de la funcion de transferencia que 
se va a convertir. 



La funcion de transferencia polinomica: 

y(s)__ io 

u(s) s 2 + 4s + 3 
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se puede convertir en ecuaciones de espacio de estados de la forma eontrolador-cano- 
nica usando estas instrucciones: 



% Convertir funcion de transf erencia a espacio de estados. 

num = 10; 

den = [1,4,3] ; 

[A, B, C, D] = tf 2 ss (num, den) ; 



Los valores de las matrices calculadas por la funcion tf 2ss son los siguientes: 

A= [~\ B= [J], C=[0 10], D=[0] 

Por tanto, las ecuaciones de espacio de estados en la forma controlador-canonica son: 



'x r 




-4 


-3 


\~ 




B] 


x ' 




_ 1 


0_ 


L* 2 J 


+ 





y = [0 10] 



Funcion tf 2zp. La funcion tf 2zp convierte la funcion de transferencia polinomica: 

rr/ , b n s n +&s n ~ l + . . . + b ,s + b 

H(s) = — Q 1 , ri^l ti 

y ) a n s m + a.s m 1 + . . . + a *+a 

0 1 m-l m 

en la funcion de transferencia cero-polo-ganancia: 
H(s) = k (s-z ] )(s-z z )...(s-z n ) 

La funcion tiene tres matrices de salida: 

Ez,p, k] = tf 2zp (num, den) Determina los ceros (z), polos (p) y la ganancia 

correspondiente (k) de la funcion de transferencia 
de cero-polo-ganancia usando los coeficientes, 
en orden descendente de potencias de s, del 
numerador y denominador de la funcion de 
transferencia polinomica que se va a convertir. 

La funcion de transferencia polinomica: 

y{s) _ io 

u(s) s 2 + 4s + 3 

puede convertirse en una funcion de transferencia cero-polo-ganancia usando estas 
instrucciones: 

% Convierte funcion de transferencia en cero-polo-ganancia. 
num = 10; 
den = [1,4,3] ; 
[z,p,k] = tf 2zp (num, den) ; 
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Los valores de las matrices calculadas por la funcion tf 2zp son los siguientes: 
Por tanto, la funcion de transferencia cero-polo-ganancia es: 

yjs) io 

u(s) " (s + 3)(s + 1) 

Funcion zp2tf . La funcion zp2tf convierte la funcion de transferencia cero-polo- 
ganancia: 

en la funcion de transferencia polinomica: 
La funcion tiene dos matrices de salida: 

[num, den] = zp2tf ( z,p, k) Determina los vectores num y den que contienen los 

coeficientes, en orden descendente de potencias 
de s, del numerador y denominador de la funcion de 
transferencia polinomica. p es un vector de colum- 
na que contiene las posiciones de polos de la 
funcion -de transferencia cero-polo-ganancia, z es 
una matriz que contiene las posiciones de ceros 
correspondientes, con una columna para cada 
salida de un sisterna de multiples salidas, k es la 
ganancia de la funcion de transferencia cero- 
polo-ganancia. En el caso de un sisterna con una 
sola salida, z es un vector de columna que contiene 
las posiciones de ceros que corresponden a las 
posiciones de polos del vector p. 

Esta funcion de transferencia cero-polo-ganancia: 

Vis) 10 
w(s) (s + 3)(s + l) 

se puede convertir en una funcion de transferencia polinomica usando las siguientes 
instrucciones: 

% Convierte cero-polo-ganancia en funcion de transferencia. 

z = []; 

p = [-3,-1] 1 ; 

k = 10; 

[num, den] = zp2tf (z,p, k) ; 
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Los valores de las matrices calculadas por la funcion zp2tf son los siguientes: 

num = [0 0 10], den=[l 4 3] 

Ast la funcion de transferencia polinomica es: 

m _ io 

u(s) s 2 + 4s + 3 



Funcion zp2ss. La funcion zp2ss convierte la funcion de transferencia cero-polo- 
ganancia: 

H(s) -j (s-z,)(s-z 2 )...(s-z n ) 

en las ecuaciones de espacio de estados de la forma controlador-canonica: 

%' - Ax + Bu 
y = Cx + Du 

La funcion tiene cuatro matrices de salida: 



[a,b,c,d] = zp2ss(z,p,k) Determina las matrices a, b, c y d de las ecua- 
ciones de espacio de estados de la forma 
controlador canonica. p es un vector de columna 
que contiene las posiciones de polos de la 
funcion de transferencia cero-polo-ganancia, z 
es una matriz que contiene las posiciones de 
ceros correspondientes, con una columna para 
cada salida de un sisterna de multiples salidas, k 
es la ganancia de la funcion de transferencia 
cero-polo-ganancia. En el caso de un sisterna 
con una sola salida, z es un vector de columna 
que contiene las posiciones de ceros que corres- 
ponden a las posiciones de polos del vector p. 



Por ejemplo, la funcion de transferencia cero-polo-ganancia: 

m _ io 

u(s)"(s + 3)(s + l) 

se puede convertir a la representacion de estado de espacios controlador-canonica 
usando estas instrucciones: 



% Convierte cero-polo-ganancia a espacio de estados. 

z = []; 

p = [-3,-1] 

k = 10; 

[A,B,C,D] = zp2ss(z,k) ; 
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Los valores de las matrices calculadas por la funcion zp2ss son los siguientes: 



A = 



-4 

1.7321 



-1.7321 
0 



B = 



c = [0 57735], -d=[0] 
Por tanto, las ecuaciones de espacio de estados de la forma canonica de control son: 



-4 

1.7321 



y = [0 5.7735] 



-1.7321 
0 



Para la funcion de transferencia polinomica: 

s + 3 



1. 
2. 



4. 

5. 



H( S ) : 



■ s 2 + 4s - 12 



Use la funcion residue para obtener la expansion de fracciones parciales. 
Use la funcion tf 2 ss para convertir la funcion de transferencia en ecuaciones 
de espacio de estados de tiempo continuo. 

Use la funcion c2d para convertir las ecuaciones de espacio de estados de 
tiempo continuo del problema 2 en ecuaciones de tiempo discreto, usando 
un periodo de muestreo de 0.5 segundos. 

Use la funcion tf 2zp para convertir la funcion de transferencia polinomica 
en una funcion de transferencia cero-polo-ganancia. 

Use la funcion zp2ss para convertir la funcion cero-polo-ganancia del proble- 
ma 4 en las ecuaciones de espacio de estados de tiempo continuo del pro- 
blema 2. 



1 1 .3 Funciones de disefio y anålisis 



Matlab cuenta con varias funciones que ayudan a disenar y analizar sisternas linea- 
les. Estas funciones pueden servir para estudiar la respuesta de los sisternas tanto en el 
dominio del tiempo como en el de la frecuencia. Las funciones que se describen en 
esta seccion se resumen en la tablå 11.2. 

GRÅFICAS DE BODE 

La herramienta de anålisis en el dominio de la frecuencia consiste en dos curvas 
individuales de la relacion de amplitud y el ångulo de fase de una funcion de trans- 
ferencia graficados contra la frecuencia de un senoide de entrada. Si se grafica usando 
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TABLÅ 11.2 Funciones de anålisis y diseno 


Funcién 


Proposito 


bode 


gråficas de frecuencia-respuesta de magnitud y fase 


nyquist 


gråfica de frecuencia-respuesta de Nyquist 


rlocus 


gråfica de lugar geométrico de raices de Evans 


step 


respuesta de tiempo de escalon unitario 



las escalas acostumbradas de relacion de amplitud en decibeles y ångulo de fase en 
Gråficas grados contra el log 10 de la frecuencia, estas curvas se conocen como gråficas de 

de Bode Bode por H w Bode ^ ^ on( ^ e \ a re i ac i<} n de amplitud (AR) adimensional en decibeles 

se define como: 



^ = 201og 10 AR 

También podemos generar graficas de Nichols graficando el logaritmo de la ampli- 
tud contra el angulo de fase. Ambas gråficas son extremadamente utiles para disenar 
y analizar sisternas de control. 

La funcion bode calcula las respuestas de frecuencia en magnitud y fase de sis- 
ternas lineales invariantes en el tiempo (LTI) de tiempo continuo para usarlas en la 
preparacion de gråficas de Bode y de Nichols. La funcion puede usarse de varias 
maneras. Si se usa sin argumentos en el miembro izquierdo, genera una gråfica de 
Bode, pero también puede usarse con argumentos de salida como se muestra aquf: 

[mag, fase] = bode (num, den, w) Determina la magnitud y fase de la 

funcion de transferencia definida por 
los vectores num y den, que contienen los 
coeficientes de los polinomios de 
numerador y denominador de la 
funcion de transferencia. El argumento 
opcional w es un vector de frecuencia de 
entrada especificado por el usuario. 

[mag, fase] = bode ( a, b, c, d, iu, w) Determina la magnitud y fase de la 

funcion de transferencia definida por 
las matrices de espacio de estados a, b, c 
y d. El argumento opcional iu especifica 
la entrada deseada de un sisterna de 
multiples entradas; el argumento 
opcional w es un vector de frecuencia 
de entrada especificado por el usuario. 

Si se usa con sisternas de multiples entradas, bode (a, b, c, d) produce una serie 
de gråficas de Bode, una para cada entrada. Se puede obtener una curva para una 
entrada especifica iu de un sisterna de multiples entradas usando bode ( a, b, c, d, iu) . 
La inclusion en la lista de argumentos de un vector w con valores de frecuencia espe- 



Gråficas 
de Nichols 



294 CAP. 11 SISTEMAS DE CONTROL 



cificados por el usuario hace que la funcion bode calcule la respuesta del sisterna a 
esas frecuencias. Sin embargo, cabe senalar que si se incluye w en la lista de argumentos 
de un sisterna de espacio de estados, también debe incluirse iu, aunque el sisterna ten- 
ga una sola entrada. También puede especificarse un tercer argumento de salida para 
guardar los valores de frecuencia que corresponden a los valores de magnitud y fase. 

La gråfica de Bode para la funcion de transferencia de sisterna de segundo 
orden: 

x(s) 10 
u(s) ~ s 2 + s + 3 

se puede generar con estas instrucciones: 

% Generar gråfica de Bode. 

num = 10; 

den = [1,1,3]; 

bode (num, den) 

La gråfica generada se muestra en la figura 11.4. Las siguientes instrucciones produ- 
cen las curvas de la figura 11.5 para 100 puntos logantmicamente equiespaciados 
entre las frecuencias de 10" 1 y 10 2 rad/ s: 
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10 w 10' 
Frecuencia (rad/sec) 




10 u 10' 
Frecuencia (rad/sec) 

Figura 11 .5 Grdfica de Bode con frecuencias especificadas por el usuario. 



10 



% Generar gråfica de Bode a las frecuencias especificadas. 

num = 10; 

den = [1,1,3]; 

w = logspace(-l,2, 100) ; 

bode (num, den, w) 

Las ecuaciones de espacio de estados para el ejemplo anterior son: 

KH-3 -:t;M?]» 



y = [10 0] 



'^1 + 0 



Por tanto, las siguientes instrucciones producirån la misma gråfica de Bode que se 
muestra en la figura 11.4: 

% Generar gråfica de Bode a partir de ecuaciones de espacio de estados. 
A = [0,1; -3,-1]; 
B = [0,1] 1 ; 
C = [10,0]; 
D s 0; 

bode(A,B,C,D) 
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Es posible graficar los resultados de la funcion bode en formatos diferentes de 
los que se exhiben cuando se usan solo los argumentos del miembro derecho. Por 
ejemplo, las siguientes instrucciones trazan las gråficas de Bode y de Nichols del 
sisterna de estado de espacios anterior, usando 100 valores de frecuencia espaciados 
logari tmicamente : 

% Generar gråfica de Bode y gråfica de Nichols. 
w = logspace (-1, 2, 100) ; 
[mag,phase] = bode (A,B,C,D,l,w); 

% 

subplot(2,l,l),semilogx(w,20*logl0(mag) ) , . . . 

title ( 1 Gråfica de Bode '),... 

ylabel ( ' Ganancia, dB ' ) , grid, . . . 
subplot (2, 1,2) , semilogx(w,phase) 

xlabeK 'Frecuencia, rps '), ylabel (' Fase, grados ' ) , . . . 

grid, pause 
subplot (2, 1, 1) ,plot (phase, 20*logl0 (mag) ) , . . . 

title ( 'Graf ica de Nichols '), axis ( [-180, 180, -20, 20] ),.. . 

xlabel ( ' Fase, grados '), ylabel (' Ganancia, dB'), grid 

Estas instrucciones producen las gråficas de las figuras 11.6 y 11.7. 



Gråfica de Bode 




Frecuencia, rps 



Figura 1 1 .6 Gråfica de Bode para un sisterna estado-espacio continuo. 
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Gråfica de Nichols 

20 I ! ! i ! 




-150 -100 -50 0 50 100 150 

Fase, grados 

Figura 11.7 Gråfica de Nichols para un sisterna estado-espacio continuo. 
GRÅFICAS DE NYQUIST 

La funcion nyquist es una funcion de anålisis en el dominio de la frecuencia, similar 
a la funcion bode en cuanto a que usa exactamente los mismos argumentos de entra- 
da para producir gråficas de respuesta de frecuencia. La diferencia entre las dos fun- 
Grafica ciones es la salida. La gråfica de Nyquist es una sola curva, no dos como en la gråfica 

de Nyquist d e Bode. Se gråfica la componente real de la funcion de transferencia de ciclo abierto 
contra la componente imaginaria para diferentes valores de frecuencia. Es ta gråfica 
también se conoce como trayectoria de Nyquist o gråfica polar. El uso mås comun de 
la gråfica de Nyquist es en el anålisis de estabilidad de sisternas lineales, invariantes 
con el tiempo (LTI) de tiempo continuo. Las diversas formas de usarla son: 

[re, im,w] = nyquist (num, den, w_in) Determina las componentes real e 
imaginaria de la funcion de transferencia definida por 
los vectores num y den, que contienen los coeficientes de los 
polinomios del numerador y el denominador. El argumen- 
to opcional w_in es un vector de frecuencias de entrada 
especificado por el usuario. 

[re/iirww] = nyquist (a, b, c, d, iu,w_in) Determina las componentes real e 
imaginaria de la funcion de transferencia definida por las 
matrices de espacio de estados a, b, c y d. El argumento 
opcional iu especifica la entrada deseada de un sisterna de 
multiples entradas. El argumento opcional w_in es un vector 
de frecuencias de entrada especificado por el usuario. 

Cuando se usa con sisternas de multiples entradas, nyquist (a, b,c,d) produce 
una serie de gråficas de Nyquist, una para cada entrada. Se puede obtener una curva 
para una entrada especifica iu de un sisterna de multiples entradas usando nyquist 
(a # b, c, d, iu) . La inclusion de un vector w_in de valores de frecuencia definidos por 
el usuario en la lista de argumentos hace que la funcion nyquist calcule la respuesta 
del sisterna a esas frecuencias. No obstante, cabe senalar que si se incluye w_in en la 
lista de argumentos de un sisterna de estado de espacios, también deberå incluirse 
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iu, aunque el sisterna solo tenga una entrada. También es posible especificar un ter- 
cer argumento de salida para almacenar los valores de frecuencia que corresponden 
a los valores de magnitud y fase. 

Como en el caso de la funcion bode, podemos generar una gråfica de Nyquist 
sin usar los argumentos del miembro izquierdo. Por ejemplo, la gråfica de Nyquist del 
modelo de sisterna resorte-masa-amortiguador, que se muestra otra vez en la figura 
11.8, se puede producir con las siguientes instrucciones: 

% Generar gråfica de Nyquist del sisterna resorte-masa-amortiguador. 

num = 10; 

den = [1,4,3] ; 

subplot (2, 1,1), nyquist (num, den, ) , . . . 



La curva resultante se muestra en la figura 11.9. En este caso, la funcion selecciona 
automåticamente el intervalo de frecuencia, mientras que el siguiente ejemplo usa 
un vector w de frecuencias de entrada especificadas por el usuario: 

% Generar gråfica de Nyquist del sisterna resorte-masa-amortiguador. 

num = 10; 

den = [1,4,3]; 

w = logspace (0, 1, 100) ; 

subplot (2, 1,1) , nyquist (num, den, w) , . . . 



title( 'Graf ica de Nyquist '), grid 



Sisterna 




Figura 1 1 .8 Modelo de sisterna. 



title( 'Graf ica de Nyquist '), grid 



Gråfica de Nyquist 
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Eje real 

Figura 1 1 .9 Gråfica Nyquist del sisterna resorte-masa-amortiguador. 
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Gråfica de Nyquist 




0.2 0.4 
Eje real 



0.6 



0.8 



Figura 11.10 Gråfica de Nyquist con frecuencias especificadas por el usuario. 



La curva resultante se muestra en la figura 11.10 para 100 puntos logaritmicamente 
equiespaciados entre las frecuencias de 1 y 10 rad/ s. 

También podemos generar una gråfica de Nyquist usando argumentos que re- 
presenten el sisterna de espacio de estados continuo como se ilustra, usando las 
ecuaciones de espacio de estados para el sisterna de resorte-masa-amortiguador, pro- 
duciendo la misma gråfica de Nyquist que se muestra en la figura 11.9: 

% Generar gråfica de Nyquist del sisterna resorte-masa-amortiguador. 
A = [0,1; -3,-4] ; 
B = [0,1] '; 
C = [10,0] ; 
D = 0; 

subplot (2 , 1,1), nyquist (A, B,C,D) , ... 
title ( ' Graf ica de Nyquist '), grid 



Lugar 

geométrico de 
las rafces 
de Evans 



GRAFICAS DE LUGAR GEOMÉTRICO DE LAS RAICES 

El lugar geométrico de las raices es una herramienta de anålisis extremadamente litil 
para sisternas de una sola entrada y una sola salida (SISO). Se trata de un método 
gråfico desarrollado por W. R. Evans para evaluar la estabilidad y respuesta a transi- 
torios de un sisterna, y para determinar, al menos cualitativamente, formas de mejo- 
rar el desempeno del sisterna. El lugar geométrico de las rafces de Evans es una 
gråfica de la posicion de las raices de la ecuacion caracteristica de un sisterna. Las 
raices de la ecuacion caracteristica determinan la estabilidad del sisterna y, en general, 
la forma en que el sisterna responderå a una entrada. Analizando la gråfica de lugar 
geométrico de las raices, el disenador del sisterna puede determinar donde deben 
estar las raices y qué cambios podrian requerirse en la funcion de transferencia para 
lograr la estabilidad y respuesta deseadas. Si se usa junto con las herramientas de 
respuesta de frecuencia, como las gråficas de Bode, es posible evaluar exhaustivamente 
el desempeno dinåmico global de un sisterna. 

La figura 11. 11 (a) es un diagrama de bloques comun que muestra un sisterna de 
control de retroalimentacion. En esta figura, G(s) representa la funcion de transferen- 
cia del camino hacia adelante y H(s) representa la funcion de transferencia del camino 



300 



CAP. 11 SISTEMAS DE CONTROL 



u(s) + 




Sisterna 



u(s) 


Q(s) 


y(s) 




1 + G(s)H(s) 





(a) (b) 
Figura 11.11 Sisterna de control con retroalimentacion. 

de retroalimentacion. La funcion de transferencia de ciclo cerrado del sisterna (Fig. 
ll.ll(b))es: 

y(s)G(s) 

u(s)~l + G{s)H(s) 

El lugar geométrico de las raices de Evans se obtiene haciendo el denominador de la fun- 
cion de transferencia de ciclo cerrado igual a 0, dando la ecuacion caracteristica del sisterna: 

1 + G(s)H(s) = 0 

o sea, 

G(s)H(s) = -1 

Ahora se calculan las raices de la ecuacion caracteristica a medida que algun parå- 
metro, usualmente la ganancia del camino hacia adelante, se varia de 0 a infinito. 

Podemos usar la funcion riocus para producir gråficas de lugar geométrico de 
las raices para sisternas tanto de tiempo continuo como de tiempo discreto. Las for- 
mas de uso de riocus son: 

[r, k] = riocus (num, den,m) Determina las posiciones de las raices (r) y las 

ganancias correspondientes (k) de la funcion 
de transferencia definida por los vectores num y den 
que contienen los coeficientes de los polinomios 
de numerador y denominador de la funcion de 
transferencia de ciclo abierto G(s)H($). El argumen- 
to de entrada opcional m es un vector de ganancias 
de entrada especificadas por el usuario. 

[r,k] = riocus(A # B # c,D / m) Determina las posiciones de las raices (r) y las 

ganancias correspondientes (k) de la funcion 
de transferencia definida por las matrices de 
espacio de estados a, b, c y d. El argumento de 
entrada opcional m es un vector de ganancias 
de entrada especificadas por el usuario. 





K(s + 6) 


y(s) 






$(s + 4(s 2 t4s + 8) 











Figura 11.12 Sisterna de control de cuarto orden. 
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Podemos generar råpidamente una gråfica de lugar geométrico de las raices 
usando solo los argumentos del miembro derecho mostrados en la lista anterior. Por 
ejemplo, la gråfica de lugar geométrico de las raices del sisterna de control de cuarto 
orden con retroalimentacion unitaria, mismo que se muestra en la figura 11.12, se 
puede producir con las siguientes instrucciones: 

% Generar una gråfica de lugar geométrico de las raices. 

num = [1,6]; 

Pl = [1,4,0]; 

p2 = [1,4,8]; 

den = conv(pl,p2); 

subplot(2,l, 1) ,rlocus(num,den) 

title ( 'Graf ica de lugar geométrico de las raices '), grid 

La gråfica de lugar geométrico de las raices se muestra en la figura 11.13. En este 
caso, la funcion selecciona automaticamente los valores para la ganancia. 

También podemos generar una gråfica de lugar geométrico de las raices usando 
argumentos que representen el sisterna de espacio de estados continuo. Como ilus- 
tracion, podemos producir la gråfica del ejemplo anterior usando primero la funcion 
de con version tf2ss para obtener las matrices de espacio de estados a, b, c y d, y 
usando luego el argumento de espacio de estados para la funcion riocus: 

% Generar una grafica de lugar geométrico de las raices. 
[A,B,C,D] = tf 2ss (num, den) ; 
subplot(2,l,l) , riocus (A, B, C,D) 

title ( 'Gråfica de lugar geométrico de las raices '), grid 

Estas instrucciones producen la misma gråfica que se muestra en la figura 11.13. Po- 
demos generar una gråfica con las posiciones de los polos individuales para cada 
valor de ganancia usando las instrucciones: 

% Generar una gråfica de lugar geométrico de las raices. 
[r,k] = riocus (A, B,C,D) ; 

plot (r, 'x' ), title ( 'Gråfica de lugar geométrico de las raices'),... 
xlabelCEje real ') ,ylabel (' Eje imaginario ' ) , grid 

que producen la gråfica que se muestra en la figura 11.14. 
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Gråfica de lugar geométrico de las raices 
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Figura 11.14 Grdfica de lugar geométrico de las raices con posiciones de los polos individuales. 

"i 21- : 2H I: - r " : 1 - ; - . 



Los siguientes problemas se refieren a esta funcion de transferencia: 
s + 30 



H(s) = 



s 2 (s + 300) 



1. 

2. 

3. 



Genere una gråfica de Bode. 
Genere una gråfica de Nyquist. 

Genere una gråfica de lugar geométrico de las raices. 



Respuesta a 
un escalon 



RESPUESTA A UN ESCALON 

La respuesta a un escalon generalmente muestra como el sisterna responderia a una 
entrada; en términos mås especificos, muestra el comportamiento transitorio en el 
dominio del tiempo de un sisterna cuando se le somete a un cambio unitario instantå- 
neo en una de sus entradas. Se trata de un método gråfico que resulta especialmente 
util para realizar una evaluacion inicial de un diserio de sisterna de control. Con esta 
herramienta de anålisis se puede obtener informacion sobre la estabilidad, la amorti- 
guacion y el ancho de banda de un sisterna. 

Podemos usar la funcion step para producir gråficas de respuesta a un escalon 
para cada combinacion de entrada y salida de un sisterna de tiempo continuo. El 
algoritmo empleado por step convierte el sisterna continuo en un sisterna discreto 
equivalente, que luego se propaga para producir las matrices de salida. Las formas 
de la funcion step son las siguientes: 

Determina la matriz de salida y del 
sisterna y la matriz x que contiene los 
valores del vector de estado del sisterna 
discreto equivalente, cuyo periodo de 
muestreo es el intervalo entre los 
valores de tiempo del vector de salida t. 



[y,x,t] 



step (num, den, t_in) 
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La funcion de transferencia esta defini- 
da por los vectores num y den, que 
contienen los coeficientes de los 
polinomios del numerador y el denomi- 
nador de la funcion de transferencia. Si 
se incluye un vector t_in con valores de 
tiempo especificados por el usuario en 
la lista de argumentos, la funcion step 
calcularå la respuesta del sisterna solo 
en esos instantes. 

[y,x,t] = step(A,B,c,D,iu,t_in) Determina la matriz de salida y del 

sisterna y la matriz x que contiene los 
valores del vector de estado del sisterna 
discreto equivalente, cuyo periodo de 
muestreo es el intervalo entre los 
valores de tiempo del vector de salida t. 
La funcion de transferencia estå defini- 
da por las matrices de espacio de 
estados a, b, c y d. 

Si se usa con sisternas de multiples entradas, step(a,b,c,d) produce una gråfi- 
ca para cada combinacion de entrada y salida del sisterna. Si usamos setp ( a, b, c , a, iu) 
obtendremos una gråfica de respuesta a un escalon desde una entrada selecta iu a 
todas las salidas del sisterna. La inclusion en la lista de argumentos de un vector t_in 
con valores de tiempo especificados por el usuario hace que la funcion step calcule la 
respuesta del sisterna solo en esos instantes. Sin embargo, cabe senalar que si se in- 
cluye t_in en la lista de argumentos de un sisterna de espacio de estados, también 
debe incluirse iu, aunque el sisterna tenga una sola entrada. 

Se puede generar una gråfica de respuesta a un escalon sin usar los argumentos 
del miembro izquierdo. Por ejemplo, podemos obtener la respuesta a un escalon de 
la funcion de transferencia de segundo orden: 

y(s) _ 5(s + 3) 
u(s) s 2 + 3s + 15 

usando las siguientes instrucciones: 

% Generar una respuesta a un escalon. 
num = 5* [1,3] ; 
den = [1, 3, 15] ; 

subplot (2,1,1) , step (num, den) ,grid, . . . 

title (' Respuesta a un escalon para un sisterna de segundo orden') 

que producen la gråfica que se muestra en la figura 11.15. En este caso, la funcion 
selecciona automaticamente los valores de tiempo. 

Las siguientes instrucciones emplean un vector de tiempos de entrada t especi- 
ficado por el usuario: 



304 CAP. 11 SISTEMAS DE CONTROL 



Respuesta a un escalon para un sisterna de segundo orden 




0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 



Tiempo (segundos) 
Figura 11.15 Respuesta a un escalon para un sisterna de segundo orden. 

% Generar una respuesta a un escalon. 

num = 10; 

den = [1,4,3]; 

t = 0:0.05:10; 

subplot (2 , 1,1), step (num, den, t) , grid, . . . 

title ( 1 Respuesta a un escalon para un sisterna de segundo orden') 

y producen la gråfica que se muestra en la figura 11.16 para 201 puntos equiespaciados 
entre 0 y 10 segundos. 

Se puede generar una gråfica de respuesta a un escalon similar a la de la figura 
11.16 usando argumentos que representen el sisterna de estado de espacios continuo 
del ejemplo anterior usando la funcion tf 2ss: 

% Generar una respuesta a un escalon. 

num = 10; 

den = [1,4,3]; 

[A,B,C,D] = tf 2ss (num, den) ; 

subplot (2, 1,1), step (A, B,C,D) ,grid, . . . 

title (' Respuesta a un escalon para un sisterna de segundo orden') 



Respuesta a un escalon para un sisterna de segundo orden 

4 i 1 1 1 1 1 1 1 1 r 




Tiempo (segundos) 

Figura 11.16 Respuesta aun escalon con tiempos especificados por el usuario. 
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1 1 .4 Resolucién aplicada de problemas: 

Control de espejos de direccion por rayo låser 

Muchos sisternas de låser usan "espejos de direccion" que pueden ser movidos rapida- 
mente por un sisterna de control para redirigir el rayo låser. Los ingenieros disenan 
los sisternas de control comenzando con los requisitos de rendimiento. Por ejemplo, 
los requisitos podrfan ser que el espejo debe poder redirigir el rayo cinco grados en 
menos de un segundo y mantenerlo en la nueva posicion con un error de menos de 
una milésima de grado. Asf, los equipos candidatos para el espejo de direccion y su 
controlador pueden seleccionarse y modelarse de modo que puedan crearse disenos 
para el sisterna. Los disenos de sisterna de control se analizan usando graficas de 
lugar geométrico de las raices, Bode y respuesta a un escalon, a fin de evaluar las 
configuraciones de controlador y los valores de ganancia. Una vez seleccionado un 
diseno, el equipo se ensambla y prueba para ver si se satisfacen las especificaciones 
de diseno. 



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Se estå evaluando un diseno de compensacion de adelanto-retraso para un siste- 
rna de control de espejo de direccion. El modelo del diseno que se va a evaluar se 
muestra en la figur a 11.17. El diagrama de bloques muestra la ganancia, el 
compensador de adelanto-retraso, la planta del espejo y el camino de retroalimen- 
tacion unitario. Seleccione una ganancia para el sisterna de control que proporcio- 
ne una respuesta estable, bien amortiguada. 

•' .. . -\ .' . . f • t ■ : . "■■'-2, 

Ganancia Compensador Planta 




Figura 11.17 Diagrama del sisterna de control del espejo de direccion, 



2, DESCRIPCI6N DE ENTRADAS/SALIDAS 

El anålisis de la funcion de transferencia para este sisterna nos permitira determi- 
nar la ganancia deseada. La gråfica de lugar geométrico de lis raices representa la 
salida del programa, como se muestra en este diagrama de E / S: 



► gråfica de lugar geométrico de las raices 
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EJEMPLO A MANO 

La mejor forma de seleccionar el valor de ganancia es usar la gråfica de lugar 
geométrico de las raices y escoger las posiciones de polo de ciclo cerrado de la 
planta. La ubicacion de los polos de la planta en la gråfiea proporciona informa- 
tion sobre como deberå responder el sisterna. Habiendo seleccionado las posicio- 
nes de los polos, basta con determinar el valor de ganancia correspondiente. 

SOLUCltiN Matlab 



Usamos la gråfica de lugar geométrico de las raices para ver las posiciones de los 
polos conforme cambia la ganancia. Luego podemos seleccionar una posicion 
de los polos de la planta que, en nuestra opinion, proporcionarå una respuesta de 
sisterna estable, bien amortiguada, y determinar la ganancia correspondiente a 
esos polos. Lå version de la funcion de lugar geométrico de las raices que usamos 
tiene la forma: 

? ; ; .. .. .. .... ,: .. _ , .. ■• .., ;i 

[r,k] = rlocuB(niun,den,m) 

porque nos gustaria poder ver las posiciones de las raices, seleccionar los valores 
de ganancia de entrada, y usar funciones de transferencia en lugar de ecuaciones de 
espacio de estados para las entradas. Para determinar los valores de los vectores 
num y den necesitamos la funcion de transferencia de ciclo abierto que, para este 
sisterna, es el producto de las funciones de transferencia del compensador y de la 
planta. Podriamos multiplicar los polinomios a mana, pero resulta mås råpido 
usar instrucciones de Matlab para hacerlo. Luego usamos la instruccidn riocus 
para graficar el lugar geométrico de las raices y completar este paso del anålisis. 

% EBtas instrucciones grafican la informacién de lugar geométrico 
% de las raices para analizar un sisterna de control de espejo de direccion. 

% 

num = 160*conv([l,10], [1,17]); 

den = conv(conv( [1.1], [1,170]), [1,0,0]); 

% 

m - 1:100; 

[r,k] = riocus (num, den, m) ; 

■ ■ 4*$ I * I f I i "f i •,, * ^ % Y v V , ■ :■ 
subplot(2,l,l), plot<r),... 

title( «Gråfica de lugar geométrico de las raices para el espejo de direccion 1 ),... 

xlabelC Ej e real^ylabelCEJe imaginario ■ ) , grid 
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de ciclo cerrado de la planta (-28.9342 + 28.9028/ y - 28.9342 - 28.9028/) proporcio- 
narårt urta respuesta de sisterna estable con buena amortigtiacion. La ganancia 



ada a estas posiciones de polos 




Figura 11.18 Grdfica de lugar geométrico de las rakes para el sisterna de control a 



RESUMEN DEL CAPITULO 



Se presentaron varias funciones de conversion y anålisis de modelos para realizar 
diseno y analisis de sisternas lineales y de control. Usando las funciones de conver- 
sion, como c2d, tf 2ss, etc, podemos convertir modelos de ecuaciones de tiempo con- 
tinuo a tiempo discreto, funciones de transferencia a ecuaciones de espacio de esta- 
dos, y muchos otros. Estas funciones de conversion resultan utiles para disenar y 
analizar sisternas usando las funciones de analisis, al facilitar la conversion de un 
modelo que se expresa en una forma a otra forma empleada por la funcion de anali- 
sis. Las funciones de diseno y analisis bode, nyquist, riocus y step proporcionan 
informacion gråfica util acerca de la respuesta de un sisterna. 

TÉRM1NOS CLAVE 

'^ Wi IR I ' : ' : ■ ' , ^ : : " - m ':§ i lM 



diagrama de bloques 
expansion de fracciones parciales 
funcion de transferencia 
gråfica de Bode 

gråfica de lugar geométrico de las rakes 
gråfica de Nichols 
gråfica de Nyquist 
modelo cero-polo-ganancia 



modelo de estado de espacios 
modelo de medicion 
modelo de planta 
modelos 

miiltiples -entradas-multiples- 

salidas (MIMO) 
respuesta a un escalon 
una sola entrada-una sola salida (SISO) 



CAP. 11 SISTEMAS DE CONTROL 



Resumen de Matlab 



En este resumen de Matlab se listan todos los comandos y funciones que se definie- 
ron en el capftulo. También se incluye una breve descripcidn de cada uno. 

COMANDOS Y FUNCIONES 



bode calcula respuesta de magnitud y fase 

c2d convierte espacio de estados continuo a espacio de estados discreto 

nyquist calcula la respuesta de frecuencia de Nyquist 

residue calcula una expansion de fracciones parciales 

riocus calcula el lugar geométrico de las raices 

ss2tf convierte espacio de estados a funcion de transferencia 

ss2zp convierte espacio de estados a cero-polo-ganancia 

step calcula la respuesta de paso unitario 

tf 2ss convierte funcion de transferencia a espacio de estados 

tf 2zp convierte funcion de transferencia a cero-polo-ganancia 

zp2ss convierte cero-polo-ganancia a espacio de estados 

zp2tf convierte cero-polo-ganancia a funcion de transferencia 



Notas de <Sa^ 

1 . Para fines de documentacion, use nombres de variables que concuerden con las 
variables empleadas en las formas generales de los modelos. 




Notas de depuraci6n 



1. Use nombres de variables que concuerden con las variables empleadas en las 
formas generales de los modelos a fin de evitar errores al traducir las ecuaciones 
a Matlab. 



Problemas 

Sisterna de control de espejo de direccidn. Suponga que las especificaciones 
de diseno para el sisterna de control del espejo de direccion son: 

Ancho de banda (-3 dB): 10 Hz 

Rebase de pico: 20% 

Tiempo de asentamiento: 0.5 segundos 

1. Usando el valor de ganancia de 57 determinado en la seccion de Resolucion 
aplicada de problemas, genere la gråfica de Bode de ciclo abierto del sisterna de 
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control del espejo. Calcule la frecuencia de cruce, que es la frecuencia en la que 
la curva de ganancia cruza el eje x. Determine el margen de fase en la frecuencia 
de cruce restando 180 grados al ångulo de fase. 

2. Genere la gråfica de Nyquist y la grafica de Nichols para el sisterna de control de 
espejo de ciclo abierto. 

3. Calcule la funcion de transferencia de ciclo cerrado para el sisterna de control 
del espejo usando la funcion conv. Genere la grafica de Bode para la funcion de 
transferencia de ciclo cerrado, graficando la frecuencia en Hz, y determine el 
ancho de banda de ciclo cerrado. (El ancho de banda de ciclo cerrado es la fre- 
cuencia en la que la curva de ganancia cae por debajo de -3dB.) ^El sisterna de 
control satisface el requisito de ancho de banda de 10 Hz? 

4. Grafique la respuesta a un escalon de ciclo cerrado para el sisterna de control 
del espejo, y determine el rebase de pico y el tiempo de asentamiento. El rebase 
de pico es el porcentaje en el que el valor pico de la respuesta a un escalon 
excede el valor final. El tiempo de asentamiento es el tiempo que la respuesta a 
un escalon tarda en quedar a menos del 5% de su valor final. <;Se satisficieron 
las especificaciones de rebase de pico y tiempo de asentamiento? 

5. Convierta la funcion de transferencia de ciclo cerrado en ecuaciones de espacio 
de estados, y genere la gråfica de Bode y la respuesta a un escalon del sisterna de 
control del espejo. «;Son los resultados los mismos que los del problema 4? 

Conversiones de sisternas. Estos problemas usan las funciones de conversion 
para convertir un sisterna de una forma a otra. Los problemas se refieren a este con- 
junto de ecuaciones de sisterna: 



a. 



e. 



G(s) = 10 
G(s) 



3s + l 



G(s) = 15 
G(s) 



s 5 + 7s 4 + 12s 2 

5+1 

s(s + 2)(s 2 + 4s + 8) 
s 2 + s + 10 



s 2 + 6s + 10 
3 



s 3 + 6s 2 + ] ls + 6 



x' = Ax + Bu 
y = Cx + Du 



A = 



0 


1 


0 




0 


0 


1 


, B=[0 0 


_-6 


-11 


-6. 




[1 0 


0], 




D = [0] 



6. Use la funcion tf 2zp para convertir la funcion de transferencia (a) a la forma de 
cero-polo-ganancia. 

7. Use la funcion conv y la funcion tf 2zp para convertir la funcion de transferencia 
(b) a la forma de cero-polo-ganancia. 
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8. Use la funcion residue para convertir la funcion de transferencia (a) a la forma 
de fracciones parciales. 

9. Use la funcion residue para convertir la funcion de transferencia (c) a la forma 
de fracciones parciales. 

10. Use la funcion c2d y un periodo de muestreo de 0.1 para convertir las ecuaciones 
de espacio de estados de tiempo continuo (e) a ecuaciones de tiempo discreto. 

11. Use la funcion tf2ss para convertir (d) a ecuaciones de espacio de estados y la 
funcion residue para convertir (d) a la forma de fracciones parciales. ^Distin- 
gue alguna simili tu d entre las dos representaciones? 

12. Use la funcion ss2tf para convertir (e) a la forma de funcion de transferencia. 
^Distingue alguna similitud con los resultados del problema 11? 

13. Use la funcion ss2zp para convertir (e) a la forma de cero-polo-ganancia y luego 
la funcion zp2ss para convertir el resultado de vuelta a la forma de espacio de 
estados. ^Qué sucedio? <;Qué similitudes hay con los problemas 11 y 12? 

14. Use la funcion ss2zp para convertir (e) a la forma de cero-polo-ganancia y luego 
la funcion zp2tf para convertir el resultado a la forma de funcion de transferen- 
cia. ^Obtuvo el mismo resultado que en el problema 13? 

15. Use la funcion ss2tf para convertir las ecuaciones de espacio de estados obenidas 
en el problema 14 a la forma de funcion de transferencia. ^Obtuvo la funcion de 
transferencia (e)? 

Diseno y analisis de sisternas. Estos problemas usan las funciones de diseno y 
analisis presentadas en este capitulo para analizar mas a fondo las ecuaciones de 
sisternas presentadas en el grupo anterior de problemas. 

16. Genere las graficas de Bode y de Nyquist para (a), usando solo los argumentos 
del miembro derecho. 

1 7. Genere las graficas de Bode y de Nyquist para (b), usando argumentos de miem- 
bro izquierdo y derecho y un intervalo de frecuencias especificado por el usuario. 

18. Genere las graficas de Bode y de Nichols para (c), para un intervalo de frecuen- 
cias especificado por el usuario. 

19. Genere la grafica de Bode para la funcion de transferencia (d) y las ecuaciones 
de espacio de estados (e). <jSon iguales? 

20. Genere las graficas de lugar geométrico de las rakes para (d) y (e). ^Son 
iguales? 

21. Genere la grafica de lugar geométrico de las raices para (c) usando los argu- 
mentos del miembro izquierdo, un conjunto de ganancias especificado por el 
usuario, y marcando con x las posiciones de los polos. 

22. Genere la grafica de lugar geométrico de las raices para (a), y luego use tf 2ss 
para convertir (a) en ecuaciones de espacio de estados. Genere la grafica de 
lugar geométrico de las raices para las ecuaciones de espacio de estados. ^Son 
iguales las graficas? 

23. Convierta (b) en ecuaciones de espacio de estados y genere la grafica de lugar 
geométrico de las raices usando los argumentos del miembro izquierdo y un 
conjunto de ganancias especificado por el usuario. 



Apéndice A 

Resumen de funciones Matlab 



Este resumen de Mafi.ab lista todas las funciones que se definieron en este texto. 



abs calcula valor absoluto o magnitud 

aco s cal cu 1 a ar cocoseno 

ali determina si todos los valores son verdaderos 

ans almacena valores de expresiones 

any determina si algun valor es verdadero 

asin calcula arcoseno 

atan calcula arcotangente de 2 cuadrantes 

atan2 calcula arcotangente de 4 cuadrantes 

axis controla la escala de los ejes 

bode calcula respuesta de magnitud y fase 

butter disena un filtro digital Butterworth 

c2d convierte espacio de estados continuo a espacio 

de estados discreto 

ceii redondea hacia °° 

chebyi disena un filtro digital Chebyshev Tipo T 

cheby2 disena un filtro digital Chebyshev Tipo 11 

cic despeja la pantalla de comandos 

ciear despeja el espacio de trabajo 

cif borra una figura 

ciock representa la hora actual 

coiiect agrupa los términos semejantes de una expresion simbolica 

cos calcula el coseno de un angulo 

cumprod determina productos acumulativos 

cumsum determina sumas acumulativas 

date representa la fecha actual 

demo ejecuta demostraciones 

det calcula el determinante de una matriz 

dif f calcula las diferencias entre valores adyacentes; 

de ri va una expresion simbolica 

disp exhibe matriz o texto 

dot calcula el producto punto de dos vectores 

dsoive resuelve una ecuacion diferencial ordinaria 

eig calcula los valores y vectores propios de una matriz 
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ellip 

else 

elseif 

end 

eps 

exit 

exp 

expand 
eye 

ezplot 
f actor 
f ft 

filter 
f ind 
f inite 
fix 
f loor 
for 

format + 
format compact 
format long 
format long e 
format loose 
format short 
format short e 
f printf 
f reqs 
f regz 
f unction 
grid 

grpdelay 

help 

hist 

horner 

i 

if 
Inf 
input 
int 

interpl 
inv 

isempty 



disena un filtro digital elfptico 

clåusula opcional de la instruccion i f 

clåusula opcional de la instruccion if 

define el fin de una estructura de control 

representa la precision de punto flotante 

termina Matlab 

calcula un valor con base e 

expande una expresion simbolica 

genera una matriz identidad 

genera una gråfica de una expresion simbolica 

factoriza una expresion simbolica 

calcula el contenido de frecuencias de una senal 

aplica un filtro digital a una senal de entrada 

localiza los valores distintos de cero 

determina si los valores son finitos 

redondea hacia cero 

redondea hacia -°° 

genera una estructura de ciclo 

establece formato de solo signos mas y menos 

establece formato de forma compacta 

establece formato decimal largo 

establece formato exponencial largo 

establece formato de forma no compacta 

establece formato decimal corto 

establece formato exponencial corto 

imprime informacion formateada 

calcula el contenido de frecuencias analogicas 

calcula el contenido de frecuencias digitales 

genera una funcion definida por el usuario 

inserta una reticula en una gråfica 

mide el retardo de grupo de un filtro digital 

invoca el recurso de ayuda 

dibuja un histograma 

convierte una expresion simbolica a una forma anidada 

representa el valor V- 1 

prueba una expresion ldgica 

representa el valor oo 

acepta entradas del teclado 

integra una expresion simbolica 

calcula una interpolacion unidimensional 

calcula la inversa de una matriz 

determina si una matriz estå varia 
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isnan 


determina si los valores son NaN 


j 


representa el valor V-l 


length 


determina el numero de valores en un vector 


load 


carga matrices de un archivo 


log 


calcula el logaritmo natural 


loglO 


calcula el logaritmo comun 


loglog 


genera una grafica log-log 


lu 


calcula la factorizacion LU de una matriz 


max 


determina el valor måximo 


me an 


determina la media 


median 


determina la mediana 


min 


determina el valor mmimo 


NaN 


representa el valor No-es-un-numero 


numden 


devuelve las expresiones de numerador y denominador 


numeric 


convierte una expresion simbdlica en una numérica 


nyquist 


calcula la respuesta de frecuencia de Nyquist 


ode 2 3 


solucion Runge-Kutta de segundo y tercer orden 


ode4 5 


solucion Runge-Kutta de cuarto y quinto orden 


ones 


genera una matriz de unos 


pause 


detiene temporalmente un programa 


Pi 


representa el valor n 


plot 


genera una grafica xy lineal 


poly2sym 


convierte un vector en un polinomio simbolico 


polyf it 


calcula un polinomio de mmimos cuadrados 


polyval 


evalua un polinomio 


pretty 


exhibe una expresion simbolica con tipografia matemåtica 


print 


imprime la ventana de gråficos 


prod 


determina el producto de los valores 


qr 


calcula la factorizacion QR de una matriz 


quad 


calcula la integral bajo una curva (Simpson) 


quad8 


calcula la integral bajo una curva (Newton-Cotes) 


quit 


termina Matlab 


rand 


genera un numero aleatorio uniforme 


randn 


genera un numero aleatorio gaussiano 


rank 


calcula el rango de una matriz 


rem 


calcula el residuo de una division 


remez 


disena un filtro digital FIR optimo 


residue 


realiza una expansion de fracciones parciales 


rlocus 


calcula el lugar geométrico de las raices 


round 


redondea al entero mås cercano 


save 


guarda variables en un archivo 


semilogx 


genera una grafica log-lineal 
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semiiogy genera una grafica lineal-log 

sign genera -1, 0 o 1 con base en el signo 

simple reduce una expresion simbolica 

simpiify simplifica una expresion simbolica 

sin calcula el seno de un angulo 

size determina las dimensiones de filas y columnas 

sol ve re su el ve una ecu a ci on o un sisterna de ecu a cio nes 

sort ord ena v al ores 

sqrt calcula rafz cu a dra da 

ss2tf con vi erte espacio de estados a fu nei on de trans feren cia 

ss2zp convierte espacio de estados a cero-polo-ganancia 

std calcula desviacidn estandar 

step calcula la respuesta de un esealon unitario 

subpiot divide la ventana de graficos en subventanas 

sum determina la sumatoria de los valores 

svd calcula la factorizacion SVD de una matriz 

sym2poiy convierte una expresion simbolica en un vector 

de coeficientes 

symadd suma dos expresiones simbdlieas 

symdiv divide dos expresiones simbdlieas 

symmui multiplica dos expresiones simbdlieas 

sympow eleva una expresion simbolica a una potencia 

symsub resta dos expresiones simbdlieas 

symvar devuelve la variable independiente 

tan calcula la tangente de un angulo 

tf 2ss convierte funcion de transferencia a espacio de estados 

tf 2zp convierte funcion de transferencia a cero-polo-ganancia 

titie agrega un ti tu lo a una grafica 

unwrap elimina discontinuidades en 2/r de un angulo de fase 

what lista archivos 

whiie genera una estructura de ciclo 

who lista las variables en memoria 

whos lista las variables y sus tamanos en memoria 

xiabei agrega una leyenda de eje x a una grafica 

yiabei a g re S a una leyenda de eje y a una grafica 

yuiewaik diseria un filtro digital 11R optimo 

zeros genera una matriz de ceros 

z p2ss convierte cero-polo-ganancia a espacio de estados 

Z p2tf convierte cero-polo-ganancia a funcion de transferencia 



Soluciones completas 

a los problemas jPractique! 



SECCION 2.2, PAGINA 36 

1. 5 filas por 4 columnas, o una matriz de 5x4. 

2. G(2,2), 0(4,1), G(4,2), G(4,4), G(5,4) 

SECCION 2.2, PAGINA 38 

1. 4x1 

3. 3x4 
5. 5 x 1 

SECCION 2.2, PAGINA 40 

1. [1.5, 0.5, 8.2, 0.5, -2.3] ' 

2. [10, 11, 12, 13, 14, 15] 

3. [4, 5, 6, 7, 8, 9; 1, 2, 3, 4, 5, 6] 

4. [0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0] 

5. [0.5, 0.5, 2.4; 1.2, -2.3, -4.5] 

6. [0.6,1.5,2.3,-0.5; 5.7,8.2,9.0,1.5; 1.2,-2.3,-4.5,50.5] 

SECCION 2.3, PAGINA 54 

1. factor = 1 + b/v + c/(v*v); 

2. pendiente = (y2 - yl)/(x2 - xl) ; 

3. resistencia = l/(l/rl + l/r2 + l/r3); 

4. pérdida = f *p* ( l/d) * ( v*v/2 ) ; 

SECCION 2.3, PAGINA 54 

1. [2, -2, 1, 1] 
3. [12, -1, 10.2, 0] 

5. [4 -1.3333 -3.333 0] 

SECCION 3.1, PAGINA 71 

1. -3 

3. -3 

5. -i 

7. n 

9. [5,4,3,2,1,0,1,2,3,4,5] 

10. [0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 3, 3, 4] 



2. 2x3 

4. 1 x 3, 1 x 7 

6. 2x1 



2. [0.6667, -0.5, -5, 0] 
4. [10 3 5.5 16] 



2. -2 

4. -2 

6. i 

8. -i 



SOLUCIONES COM FL ETAS A LOS PROBLEMAS jPRACTIQUE! 



SECCION 3.1, PAGINA 73 

1. movimiento = sqrt(vi A 2 + 2*a*x) ; 

2. frecuencia = 1/sqrt ( (2*pi*c/L) ) ; 

3. intervalo = 2*vi*vi*sin (b) *cos (b) /g; 

4. longitud = k*sqrt ( 1- ( v/c ) A 2 ) ; 

5. volumen = 2*pi*x*x* ( ( l-pi/4 ) *y- ( 0 . 8333-pi/4 ) *x) ; 

6. centro = 38.1972*(r A 3 - s*3 ) *sin (a) / ( ( r*r - s*s)*a); 

SECCION 3.1, PAGINA 74 

1. cosh(x) /sinh(x) 2. l/cos(x) 

3. l/sin(x) 4. ln<sqrt((x+l)/(x-l)) 

5. log( (1+sqrt (l-x*x) ) /x) 6. asin(l/x) 

SECCION 3.1, PAGINA 78 

1. r = 3.6056, 0 = -0.5880 2. r = 1, 0= -1.5708 

3. r = 2,0-3.1416 4. r = 1.1180, 9 = 1.1071 

5. a = 0.5403, b = 0.841 5 6. a - -0.7071, b = 0.7071 

7. a = -0.3331, b - 0.3729 8. a = -3.500, b = 0.0000 

SECCION 3.1, PAGINA 82 

fl = [1, -3, -1, 3] ; 
f 2 = [1,-6, 12, -8] ; 
f 3 = [1, -8, 20, -16] ; 
f4 = [1, -5, 7, -3] ; 
f 5 = [0, 0, 1, -2] ; 

1. plot <x,polyval (f l,x) ) 

2. plot (x,polyval (f 2-2*f4,x) ) 

3. plot (x,polyval (3*f 5+f2-2*f 3, x) ) 

4. plot (x,polyval (conv(f 1, f 3) ,x) ) 

5. plot (x,polyval<f4,x) ./(x-l)> 

6. plot (x,polyval (conv(f 1, f 2) ,x) . /polivyal ( f 5 ) ) 

SECCION 3.1, PAGINA 86 

1. rakes reales: -1, 2, 4 2. raices reales: -2, -2 

3. no hay raices reales 4. raices reales: -3, -1, 1, 2, 4 

5. raices reales: 1, 3, 4 6. raices reales: 3, -2, -2 

7. raices reales: 1 8. raices reales: -1 

SECCION 3.2, PAGINA 93 

1. 7 2. [1, -1, -2] 

3. [0, -1, -2, 7] 4. [3, 3.3333, 33 

5. 1.5 

6. [1, 3, 7; 2, 24, 28; 12, -24, -56] 



SOLUCIONES C:OMPLETAS A LOS PROBLEMAS jTRACTIQUE! 



7. [1, 3, 5, 21] 

8. [1, -1, -2; 2, 3, 4; 6, 8, 7] 

SECCION 3.3, PAGINA 99 

1. verdadero 2. 

3. verdadero 4. 

5. verdadero 6. 

7. verdadero 8. 

SECCION 3.3, PAGINA 101 

1. if abs ( volt. 1 - volt_2) > 10 

fprintf('%f %£ \n',volt._l, volt_2); 

end 

2. if log(x) >= 3 

time = 0; 

count = count + 1; 

end 

3. if dist < 50 & time > 10 

time = time + 2 ; 
else 

t ime = t ime + 2.5; 

end 

4. if dist > = 100 

time = time + 2; 
elseif dist > 50 

time = time + 1; 
else 

time = time + 0.5; 

end 

SECCION 3.3, PAGINA 103 

1. [i, i, i] 
3. i 

5. [i, i, i] 1 
SECCION 3.5, PAGINA 108 

1. function s = step(x) 
% STEP La funcion step se define como 1 
% para x>=0 y 0 en los demas casos . 

% 

s = zeros { size (x) ) ; 
stel = f ind(x >= 0 ) ; 
s(setl) = ones ( size ( setl ) ) ; 

2. function r = ramp (x) 

% RAMP La funcion ramp se define como x 

% para x >= 0 y 0 en los demås casos. 

% 



verdadero 
fal so 

verdadero 
fal so 



2. [1, 3, 6, 1, 8] 

4. o 

6. ti, o, i] 
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r = zeros ( size (x) ) ; 
setl = f ind (x >= 0 ) ; 
r (setl) = x(setl) ; 
3. function y = g(x) 

% G g se define como 0 si x<0, 

% sen(pi*x/2) si 0<=x<=l 

% y 1 en los demas casos. 

% 

y = zeros (size (x) ) ; 

setl = find(x >= 0 & x <= 1); 

set2 = f ind (x > 1) ; 

y(setl) = sin(pi*x(setl) /2) ; 

y{set2) = ones (size (set2) ) ; 

SECCION 3.6, PAGINA 110 

1. x = rand(l, 10) *10; 2. x = rand{l / 10)*2 - 1; 

3. x = randd, 10) *10 - 20; 4. x = rand ( 1 , 10 ) * 0 . 5 + 4.5; 

5. x = rand(l / 10)*2*pi - pi; 

SECCION 3.6, PAGINA 111 

1. x = randn(l, 1000) *sqrt (0 . 5) + 1; 

2. x = randn(l # 1000)*0.25 - 5.5; 

3. x = randnd, 1000) *1.25 - 5.5; 

SECCION 3.7, PAGINA 115 



1. 


[0,12,1,4; 5,9,2,3; 3,6,3,2; 


1,3,4,1] 


2. 


[1,4,0; 2,3,-1; 3,5,0; 0,0,3] 




3. 


[3,0,-1,0; 0,5,3,4; 0,3,2,1] 




4. 


[4,3,2,1, 1,2,3,4; 12,9,6,3; 


0,5,3,1] 


5. 


[0,3,3; 4,2,3; 1,0,0; -1,5,0] 




6. 


[0,0; 4,5; 1,3; -1,3; 3,0; 2, 


0] 


7. 


[0,1,3,0,3,0; 4,-1,2,5,3,0] 




8. 


[1,3; 4,2; 3,9; 1,5; 2,4; 3,1 


; 6,12; 3,0] 


9. 


[1,3,5,0; 0,6,9,12; 0,0,2,1; 


0,0,0,4] 


10. 


[1,3,5,0; 3,6,9,12; 0,3,2,1; 


0,0,3,4] 


11. 


[0,-1,0,0; 4,3,5,0; 1,2,3,0] 




12. 


[0; 9; 3; 1] 




SECCION 3.8, PAGINA 117 




1. 


18 


2. 17 


3. 


9 


4. 11 


5. 


0 


6. 4 



SECCION 4.1, PAGINA 130 



1. [-14 62] 

3. [39; -25; 18] 



2. [9,-7,6; 7,-9,10] 

4. [8,-4,2; -2,2,-2; 9,-3,0] 
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3 1 9 



SECCION 43, PAGINA 136 



1. 

3. 



el rango es 2, no existe la in versa 



2. 8 

4. [-0.25,0.25; 0.625,-0.375] 



SECCION 4.3, PÅGINA 139 



1. 1.2583, 4, 8.7417 

2. [0.6623; -0.6053; 0.4415] 
[-0.5547; 0.0000; 0.8321] 
[0.5036; 0.7960; 0.3358] 

3. -4.2616e-15, -5.7732e-15, -4.9071e-14 

4. [0.8334, -2.2188, 4.4025; 
-0.7617, 0.0000, 6.9584; 
0.5556, 3.3282; 2.9350] 



SECCION 5.2, PAGINA 157 

1. [2, i] ■ 

3. misma linea 

5. [-2, 5, -6] ' 

7. [0.3055, -0.5636, 1. 007 3] 

SECCION 6.1, PÅGINA 170 



1. 



t = 0:0.5:5; 
temp = [72.5, 
110.2, 
new_t = 0:0.1 



2. Kneas paralelas 

4. casi la misma Imea o lmeas paralelas 

6. [9,-6,14] ■ 

8. [2,1,3,-1]'; 



111.5, 109.3, 



'o' ) 



78.1, 86.4, 92.3, 110.6, 
110.5, 109.9, 110.2]; 
5; 

temp_linear = interpl ( t , temp, new t ,' linear ') ; 
temp_cubic = interpl ( t , temp, new_t ,' spl ine ') ; 
plot (new_t , temp_linear, new_t , temp__cubic , t , temp, 

lineal: 75.8600, 89.3500, 111.2480, 109.9240 

Ctlbica: 75.5360, 88.7250, 111. 9641, 109.9081 

lineal: 0.6747, 1.6011, 1.7104, 1.8743 

CUbica: 0.5449, 1.5064, 1.7628, 2.1474 

(Estas respuestas usaron solo los primeros 6 puntos para 
que la variable independiente fuera creciente.) 



SECCION 7.1, PAGINA 189 



1. 

3. 



0.0550 
0.3750 



2. 
4. 



0.5000 
0.2500 



SECCION 7.3, PÅGINA 198 



Suponga que n es el numero de puntos en la funcion original (n = 201 para estas respues- 
tas), df 1 contiene los valores de la primera derivada, df 2 contiene los val ores de la se- 
gunda deri vada y xf 1 contiene las coordenadas x de la primera deri vad a. Entonces, los 
puntos de maximos y minimos locales pueden determinarse con estas instrucciones: 



product = dfl(l:N-2) . *df 1 ( 2 :N-1) ; 



SOLUCIONES COM PL ET AS A LOS PROBLEMAS jPRACTIQUE! 



peaks = f ind (product<0 ) ; 
minima = f ind (df 2 (peaks) >0 . 0001 ) ; 
minx = xfl (peaks (minima) ) ; 
maxima = f ind ( df 2 (peaks ) <0 . 0001 ) ; 
maxx = xfl (peaks (maxima) ) ; 

1. maximos locales: 0.2000 
rrunimos locales: 3 . 1000 

2. maximos locales: ninguno 
minimos locales: -2 

3. maximos locales: ninguno 
minimos locales: 1 

4. maximos locales: ninguno 
minimos locales: ninguno 

5. maximos locales: -22 
minimos locales: -0.4 3.6000 

SECCléN 8.2, PÅGINA 211 

1. function dy » ga(x,y) 

% GA Esta funcion calcula los valores de una 

% ecuacién diferencial. 

dy = -y; 

function dy = gb(x,y) 

% GB Esta funcion calcula los valores de una 

% ecuacién diferencial. 

% 

dy = (-x-exp(x)) ./(3*y.*y); 

2. [x,num_y] = ode23 ( 1 ga 1 , 0, 2 , -3 ) ; 
plot (x, num_y ) 

3. [x,num„y] = ode23 ( 1 ga 1 , 0 , 2 , - 3 ) ; 
y = -3*exp ( -x) ; 

plot (x,num_jy, x,y, 'o' ) 

4. [x,num_.y] = ode23 { ' gb ' , 0 , 2, 3 ) ; 
plot (x, num_y ) 

5. [x,num_y] = ode2 3 ( ' gb ' , 0 , 2 , 3 ) ; 
y= (28-0. 5*x.*x-exp(x) ) . A (1/3) ; 
plot (x, num_y , x, y, ' o 1 ) 

SECCION 9.1, PÅGINA 229 

1. 1/ (x+4) / (x A 2+8*x+16) 2. (x*2 + 8*x+16) * (x + 4) ' 

3. <x-2)/(x A 2+8*x+16) 4. (x*2+8*x+16) A 2 

SECCION 9.2, PÅGINA 230 

1. (2,1) 

2. lineas paralelas 

3. misma Hnea 

4. casi la misma lfnea o lineas paralelas 



SOLUCIONES COMPLETAS A LOS PROBLEMAS jPRACTIQUE! 32 I 

5. (-2,5-6) 

6. (9,-644) 

7. (84/275-31 / 55,277/ 275) 

8. (2,1,3,-1) 

SECCION 9.3, PAGINA 233 

1. 3*x*2-10*x+2 
6*x-10 

2. (2*x+4) * (x-1) +x*2+4*x+4) 
6*x + 6 

3. 3/x- (3*x-l) /x*2 
-6/x A 2+2* (3*x-l) /x*3 

4. 2* (x*5-4*xM-9*x A 3 + 32) * (5*xM-16*x^3-27*x^2) 

2* (5*x A 4-16*x*3-27*x' 2) A 2 + 2* (x A 5 -4 *x A 4 - 9*x A 3 +32 ) 
* (20*x A 3-48*x A 2-54*x) 

SECCION 9.3, PAGINA 234 

1. 0.0550 
3. 0.3750 

SECCION 10.1, PAGINA 248 

Suponga que se ejecutaron las siguientes instrucciones: 

N = 128; 
T = 0.001; 
k = 0:N-1; 

1. f = 2*sin(2*pi*50*k*T) ; 
magF = abs (ff t (f) ) ; 
hertz = k* (1/ (N*T) ) ; 
plot (hertz (l:N/2) ,magF(l:N/2) ) 

2. g = cos(250*pi*k*T) - sin (200*pi*k*T) ; 
magG = abs(fft(g)); 
hertz = k* (1/ (N*T) ) ; 
plot (hertz (l:N/2) ,magG(l:N/2) ) 

3. h = 5 - cos (1000*k*T); 
magH = abs (ff t (h) ) ; 
hertz = k* (1/ (N*T) ) ; 
plot (hertz (l:N/2) , magH ( 1 : N/2 ) ) 

4. m = 4*sin(250*pi*k*T - pi/4); 
magM = abs ( f f t (m) ) ; 
hertz = k*(l/ (N*T) ) ; 
plot (hertz (l:N/2) ,magM(l:N/2 ) ) 

SECCION 10.2, PAGINA 260 

1 . w = 0 : 0 . 1 : 4 ; 

H = freqs( [1,0,0] , [1, sqrt ( 2 ) , 1] , w) ; 



2. 0.5000 
4. 0.2500 



322 
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plot (w, abs (H) ) 

banda de transicion: 0.3 a 1 rps 

2. [H,wT] = freqz( [0.707, -0.707] , [1, -0.414] , 50) ; 
plot (WT, abs (H) ) 

banda de transicion: 0.1 a 0.7 radianes 

3. [H,wT] = freqz( [-0.163,-0.058, 0.116,0.2,0.116,-0.058, .. . 

-0.163], 1,50); 

plot (wT,abs (H) ) 

banda de transicion: 0.3 a 0.9 radianes, 1.1 a 1.7 radianes 

4. w = 0:0. 1:4; 

H . freqs( [5,1], [1,0.4,1] , w); 
plot (w, abs (H) ) 

Si los valores de magnitud se ajustaran a una escala tal que el valor 
måximo fuera 1, la banda de transicion sena la siguiente: 0.2 a 0.9 rps y 1 .1 
a 3.5 rps 

SECCI6N 10.3, PAGINA 263 

Suponga que se ejecutaron las siguientes instrucciones: 

T = 1/5000; 
k = 0:100; 
kT * k*T; 

1. x = sin(2*pi*1000*k*T) ; 

y = filter( [0.42, 0, -0.42] , [1, -0.443, 0.159] , x) ; 
plot (kT,x,kT,y) 

la amplitud de la entrada se multiplica por aproximadamente 1.0 

2. x = 2*cos(2*pi*100*k*T) ; 

y = filter( [0.42,0,-0.42] , [1,-0.443, 0.159] , x) ; 
plot (kT, x, kT, y) 

la amplitud de la entrada se multiplica por aproximadamente 0.2 

3. x = -sin(2*pi*2000*k*T) ; 

y » filterUO. 42, 0,-0. 42], [1,-0. 443, 0.159], x); 
plot (kT,x, kT,y) 

la amplitud de la entrada se multiplica por aproximadamente 0.2 

4. x = cos(2*pi*1600*k*T) ; 

y = filter( [0.42,0, -0.42] , [1, -0.443, 0.159] , x) ; 
plot (kT,x,kT,y) 

la amplitud de la entrada se multiplica por aproximadamente 0.7 
SECCI6N 10.4, PAGINA 269 

1. [B, A] « butter (5,75/250) ; 
[H,wT] x freqz (B,A, 100) ; 
T = 1/500; 

plot(wT/ (2*pi*T) ,abs(H) ) 

2. [B, A] = cheby2 (6,20, 100/500, 'high' ) ; 
[H,wT] = freqz(B,A, 100) ; 

T = 1/1000; 

plot(wT/ (2*pi*T) ,abs(H) ) 
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3. m = [1,1,1,1,0,0,0,0,0,0]; 

f = [0,0.1,0.2,0.3,0.4.0.5,0.6,0.7,0.8,1]; 
B = reme z ( 4 0 , f , m ) ; 
[H,wT] = freqz(B, 1, 100) ; 
T = 1/500; 

plot (wT/ (2*pi*T) ,abs(H) ) 

4. m = [0,0,1,1,0,0,0,0,0,0]; 

f = [0,0.1,0.2,0.4,0.5,0.7,0.8,0.85,0.9,1]; 
B = remez ( 80 , f ,m) ; 
[H,wT] = freqz(B, 1,100) ; 
T = 1/500; 

plot(wT/(2*pi*T) ,abs(H) ) 

SECCION 11.2, PAGINA 292 

1. r = 0.3750 

0.6250 
p = -6 
2 

k = [] 

2. a -4 12 

1 0 
b = 1 
0 

c = 1 3 
d = 0 

3. ad = 0.7169 4.0027 

0.3336 2.0512 
bd = 0.3336 
0 .0876 

4. z = -3 
P = -6 

2 

k = 1 

5. a = -4.0000 3.4641 

3.4641 0 
b = 1 
0 

c = 1.0000 0.8660 
d = 0 

SECCI6N 11.3, PAGINA 302 

1. bode( [1, 30], [1,300, 0,0]); 

2. nyquist( [1,30] , [1,300,0,0]); 

3. rlocus( [1,30], [1,300,0,0]); 
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problemas, 21 
métrica, 91 

microcomputadora, 12 
microprocesador, 4, 12 
MIMO, 282 
min, 92 

minicomputadora, 12 

mi ni mos cuadrados, ajuste de 

curvas por, 174 
modelo, 280 

modelo de medicion, 281 
modelo de planta, 281 
modulacion, tecnicas de, 270 
modulo, 71 
muestreo: 

frecuencia de, 244 

tasa de, 244 
multiples entradas-muTtiples 

salidas (MIMO), 282 
multiples graficas, 58 

N 

NaN, 41 
nargin, 107 
nargout, 107 

National Academy of Engineering 

(NAE), 8 
Nichols, gråfica de, 293 
no es un numero, 41 
no singular, 134 
notacion cientffica, 44 
numden, 228 
numeric, 228 
numérica: 

diferenciacion, 193 

integracion, 186 
numero aleatorio, 108 
gaussiano, 110 

normal, 110 

uniforme, 108 
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numero aleatorio gaussiano, 110 
numero aleatorio normal, 110 
numero aleatorio uniforme, 108 
numero complejo, 75 
nyquist , 297 
Nyquist: 

frecuencia de, 244 

gråfica de, 297 

O 

ODE, 204 
ode23, 207 
ode45, 207 
ones, 42 
operaciones: 

de arreglos, 50 

escalares, 49 
operador relacional, 97 
ordenamiento de v al ores, 93 
ortonormal, 137 

P 

paråmetro, 70 

Parks-McClellan, filtro, 268 

Pascal, 17 

pause, 47 

PC, 12 

pi, 41 

plot , 46, 56 

polar, 78 

pola res: 

coordenadas, 75 

grå f i ca s, 78 
polinomio, 78 

ajuste de, 177 

evaluacion, 80 

formula general, 79 

grado de un, 79 

operaciones, 80 

regresion, 177 
polo, 257 
poly2sym, 228 
polyfit, 177 
polyval , 80 
precedencia: 

de operadores aritméticos, 53 

de operadores logicos, 98 



prediccion del clima, 
2, 8, 25, 224, 234 
prediccion del tiempo, el clima 
y cambios globales, 
2, 8, 25, 224, 234 
pretty, 228 
primer orden: 

ecuacion diferencial ordinaria, 

204, 231 
approximacion de serie de 
Taylor, 205 
print, 47 
procesador, 11 
procesador de textos, 15 
procesamiento de senales, 242 
proceso de resolucion de 

problemas de cinco pasos, 21 
prod, 92 

producto punto, 126 
programa, 11 

programa en tiempo real, 16 
programa fuente, 18 
programa objeto, 18 
pronunciacion, 103 
Proyecto del genoma humano, 

9, 124, 130 
punto crftico, 193 
punto extremo, 193 
puntos suspensivos, 37 

Q 

qr, 141 
quad, 187 
quad8, 187 
quit, 34 

R 

raices: 

de un polinomio, 83 

multiples, 83 
raiz cu ad rada, funcion de, 71 
rand, 108 
randn, 111 
rango, 134 
rank, 135 
real, 76 

reconocimiento y comprension del 
habla, 8, 68, 103, 240, 270 



rectangular: 

coordenadas, 75 

funcion, 106 
recuperacion de petroleo y gas, 

10, 184, 189 
red, 14 

red de area local (LAN), 14 
redondeo, funcion de, 71 
regla trapezoidal, 186 
regresion, 177 
rem, 71 
remez, 268 

Remez, algoritmo de intercambio 

de, 268 
reshape, 113 
residue, 256, 285 
resolucion de ecuaciones, 150, 204 
respuesta a un escalon, 302 
respuesta de impulso finita 

(FIR), 254 
retardo de grupo, 255 
reticula bidimensional, 86 
rlocus , 300 
roots, 85 
rot90, 112 
round, 71 

Runge-Kutta, métodos, 205 
S 

satélite, 5 
save, 48 

secuenciador de proteinas, 130 
segunda derivada, 195 
seleccion: 

funcion de, 96 

in st ru cc i on de, 96 
semilla, 108 
semilogx, 56 
semilogy, 56 
senoide, 243 
sensible a mayusculas 

/minusculas, 36 
sign, 71 

signo de dos puntos, 
operador de, 39 
simbolica: 
algebra, 226 



expresion, 226 

operacion, 228 
simple, 227 
simplify, 227 
Simpson, regla de, 187 
sin, 72 
singular: 

descomposicion de valores, 142 

matriz, 134 
singularidad, 187 
sintaxis, 16 
SISO, 281 

sisterna de control, 280 

sisterna de ecuaciones lineales, 153 

sisterna operativo, 14 

sisterna sobreespecificado, 153 

sisterna subespecificado, 153 

size , 41 

software, 1 1, 14 

ciclo de vida del, 19 

herramienta, 15 

mantenimiento, 19 

prototipo, 20 
solicitud, 34 

solucion de valor en la frontera, 206 
solucion de valor inicial, 206 
solve, 229 
sort, 93 
spline, 168 
spline ciibica, 168 

interpolacion con, 168 
sqrt, 71 
ss2tf, 286 
ss2zp, 287 
std, 95 
stem, 246 
st ep, 302 
submdice, 36 
submatriz, 39 



subplot, 59 
subventana, 59 
sum, 59 

supercomputadora, 12 
superficie tridimensional, 86 
surf, 88 
svd, 142 
sym2poly, 228 
symadd, 228 

Symboiic Math Toolbox, 226 
symdiv, 228 
symmul, 228 
sympow, 228 
symsub, 228 
symvar, 226 

T 

tan, 72 

Taylor, serie de, 204 
tf2ss, 288 
tf2zp, 289 
title, 46 
tolerancia, 207 
tomografia axial 

computarizada, 6 
transformada discreta de Fourier 

(DFT), 244 
transformada råpida de Fourier 

(FFT), 244 
transponer, 40, 126 
tril, 114 
triu, 114 
type, 107 

U 

una sola entrada-una sola salida 
(SISO), 281 
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unwrap, 252 

utilerias, 15 

V 

valor: 

maximo, 92 

medio, 92 

mmimo, 92 

propio, 136 
variable independiente, 226 
varianza, 95 
vector, 36 
vector propio, 136 
ventana: 

de comandos, 35 

de ed ici on, 35 

de graf i cos, 34 
view, 89 

vinculacion/carga, 18 
W 

what, 107 
while, 117 
who, 37 
whos, 37 

X 

xlabel, 46 
Y 

ylabel, 46 
Yule-Walker, filtro, 267 
yulewalk, 267 

Z 

zeros, 41 
zp2ss, 291 
zp2tf, 290 



FORMATOS DE EXHIBICION DE NUMEROS 



Comando Matlab 



Exhibicion 



Ejemplo 



format short 
format long 
format short e 
format long e 
format bank 
format + 



por omision 

14 decimales 
4 decimales 

15 decimales 
2 decimales 
+, espacio 



15 .2345 

15.23453333333333 
1.5235e+01 

1.5234533 33333 3 33e+01 
15.23 



OPERACIONES ARITMETIC AS ENTRE DOS ESCAI ARES 



Operacion 



Forma algebraica Matlab 



surna 
resta 

multiplicacion 

division 

exponenciacion 



a + b 
a-b 
a x b 
a 
b 



a + b 
a-b 
a*b 
a/b 

a A b 



OPERACIONES ELEMENTO POR ELEMENTO 



Operacion Forma algebraica Matlab 



surna a + b a + b 

resta a - b a-b 

multiplicacion a x b a.*b 

division £ a ' /b 

b 

exponenciacion a b a . A b 



OPCIONES DE LI NEAS Y MARGAS PARA GRAFICAS 



tipo de hnea 



indicador 



tipo de punto indicador 



continua 
guiones 
punteada 
guiones y puntos 



punto 

mås 

estrella 

circulo 

marca 



OPERADORES RELACIONALES 



Operador relacional 



< 




Interpretacion 

menor que 
menor o igual que 
mayor que 
mayor o igual que 
igual 
no igual 



OPERADORES LOGICOS 



Operador logico 



Sfmbolo 



no (not) 
y (and) 
o (or) 



COMBINACIONES DE OPERADORES LOGICOS 



B 



Al B 



A & B 



falso 
falso 

verdadero 
verdadero 



falso 

verdadero 
falso 

verdadero 



verdadero 
verdadero 
falso 
falso 



falso 

verdadero 
verdadero 
verdadero 



falso 
falso 
falso 

verdadero 



FORMULAS DE CONVERSION 



Rectangular/polar 



r = V a 2 + b 2 , 9= tan 1 - 

a 

a = rcos(Ø), b = r-sen(Ø) 
Formulas de Euler 



sen(0)=— 5j— 

ras e '° + e ~ 
cos(Ø) = — j — 



Numeros complejos 



a + ib = r e lB 

- ■ b 

donde r = V a 2 + fr 2 , 0 = tan 1 - 

a 

a = rcos(0),b = rsen(Ø) 



